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V UNDECIMO LIBRÒ 

DEGLI 

ELEMENTI DI EUCLIDE. 

(della geometria il SETtlMa) 



D E F I N I Z I O N L 



1. Xl iolido é CIÒ , che ha lungheKza, larghezza ^ e 
profohdiià. 

ti. Il termitìe del sòlido è la superficie.- 

m. La linea retta è perpendicolare al piano , quandi 
fa angoli retti con tutte le linee réfte , che sono nel pia- 
no sottoposto , e la toccatlo. 

IV. Il piano è perpendicolare al piano , <{uando lo 
linee rette , che si tirano in uno di essi perpendicolari 
alla comune sezione loro, sono anche perpendicolari 
air altro piano. 

Y. L^ inclinazione della linea retta al piano è V ango* 
lo acuto da esàa linea retta contenuto , e da un^ altra 
tirata dal punto ove quella linea retta incontra il pia** 
no , al punto in cui questo è incontrato dalla perpendi- 
colare tirata ad esso da un altro punto preso iù quel* 
la retta medesima in sublime. 

VI. L^ inclinazipne del piano ad un altro piano è quel- 
la angolo acuto , ch^ è compreso da due perpendicolari 
alla comune sezione de' piani , le quali si tirano da uu9 

i 
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stesso punto di essa , una nelP un piano j e V altra 
iieir altro. 

TU. Il piano è detto inclinarsi similmente al piano , 
' clie un alti*o ad un altro , quando sono uguali gli an- 
goli delle inclinazioni. 

vili. Piani paralleli sono quelli , clie tra loro non 
convengono , comunque si prolunghino indefinitamente. 
f^. 2V^ IX. L' angolo solido' è queir inclinazione , che si co- 
stituisce ad un punto sublime da più linee rette , che 
da questo si tirano a' vertici degli angoli di un rettili- 
neo sottoposto. 
y, N X. Figure solide simili sono quelle , che hanHo i .lo- 
ro angoli solidi uguali , Tun T altro , e proporzionali i 
Iati omologhi (^) intomo agli angoli uguali. 

y, ^^ xi. » Tina tal dimostrazione, eh' é la X nel Testo Greco , ai e tra- 
» lasciata per le ragioni addotte nelle Note. 

XII. La piramide è una figura solida compresa da 
piani , la, quale da un piano si costituisce ad un pun- 
to sublime , nel quale tutti gli altri piani che la ter- 
2ninano si riuniscono. 

Xin. Il prisma è una figura solida compresa da pia- 
ni , de^ quali due , che sono opposti e paralleli , sono 
rettilinei uguali , simili e similmente posti , ed i rima^ 
nenti sono parallelogrammi. 
^ XIV. La sfera è la figura solida descritta da un se* 

mìcerchio , il qual si rivolga intomo al suo diametro fis- 
so, finché ritorni al luogo dal quale cominciò a muoversi. 

XV. L^ asse della sfera è la linea retta , che sta fer- 
ma , intomo alla quale il mezzo cerchio si gira. 

XVI. Il cen/ro della sfera è il medesimo che del mez- 
zo cerchio. 

xvu. Il diametro della sfera è ogni linea retta , che 



(*) .Cioè que* lati che restano distesi 1* uno suU* altro, allorché 
le due fi$(ure solide «i adattino in ibaodo | che abbiano un angolo tO-> 
fido di covnuie, 



passa per lo centro , e dall' una e V altra parte é ter* 
minata dalla supei*ficie sferica. 

xviii. Il cono è la figura solida descritta da un triango- f^. ^. 
lo rettangolo, il qual si rivolga intorno ad un lato ìm- 
xnobile , H quelli che sono intorno ali* angolo retto^ 
finché ritorni ^el luogo medesimo dal quale cominciò 
a muoversi. E se il lato che sta fermo sia uguale al-* 
r altro lato che si gira intorno air angolo retto , il 
cono si chiamerà rettangolo ^ ma se è minore , si diri 
ottusangolo ; e se maggiore , acutangolo. 

XIX. L' asse del cono è il lato immobile intorno al 
quale si rivolge il triangolo* 

XX. La base del cono è poi il cerchio y che si de- 
scrive dair altro lato y che si gira. 

XXI. Il cilindro è la figura solida descritta da un pa- ^« ^• 
rallelograinmo rettangolo , il qual si rivolga intorno 

ad un lato immobile , finché ritorni dove avjsva comior 
ciato a muoversi. 

' XXII. L" asse del cilindro è il lato immobile intomo 
ài quale si gira il parallelogrammo. 

xxi]i. E si chiama base del cilindro ciascuno de* due 
cerchi descritti da que* lati opposti del parallelogram* 
mo che sono ad angolo con V asse. 

XXIV. Coni simili , e cilindri simili sono quelli , de* 
quali gli assi sono proporzionali a^ diametri delle basi. 

XXV. Il cubo è la figura solida contenuta da sei qua* 
drati uguali. 

XXVI. Il tetraedro è la figura solida «compresa da quat- 
tro triangoli equilateri uguali. 

xxviT. Li* ottaedro è la figura soKda contenuta da 
otto triangoli equilateri uguali. 

xxviir. li dodecaedro é la figura solida contenuta da 
dodici pentagoni uguali , equilateri , ed equiangoli. 

XXIX. 1/ isocaedro è la figura solida compresa da 
vtati triangoli equilateri uguali» 



t»^ ' «i» 4 CllElEHESTl 

PROPOSIZIONE I. 

T E O 1^ B X À. 

/ 

Di una linea retta non pub esserne una qualche sua 
parte in un piano , ed wC altra in sublime, 

Ji$. I. Se ciò può succedere, della linea retta ABC ne stia 
la sua parte qualunque AB nel piano XìM , e T altra 
BC in sublime \ sarà certamente una linea retta conti- 
nuata nel piano LM per diritto alla AB ; e sia U BD. 
Or sft il piano LM si concepisca rivolgersi intorno al- 
la AD , dovrà esso passare pel punto C j ed allora 
trovandosi in lai piano, i punti B , C , dovVà anche 
trovasi in esso la linea retta BC. Che pexxiò 1^ due 
linee rette ABC , ABD avrebbero di comune il seg- 

* e.i4*l. mento AB ^ la qual cosa non può succedere^.. 

Quindi di una linea retta non pnò esserne,^ e,q. CJ.JB.D. 

PROPO.SIZIONE II. 

%EOBfiM<A* 

« 

V* 2V. Tre punti ^ ohe non isfiqnu per dbriito , sono in u^ 

medesimo pifino, E due lin^ r^tte>chì^ s^^U^rsegario. con- 
sistono anche in un piano* 

fi%. 3. Sieno i tre punti E , C., B., i quaji nop istiasp per 
diritto : dico cb^ es^i siano in un, n^edesimo piano. 

Si uniscano due di e^si £, B per la EB^, q s-int6i|* 
da per questa passare un piano^, il quale sì coqcepisca 
rivolgerai intomo alla £B f dovrà un tal pianp neoe^ 
sanamente passare per lo punto. C;. e. perciò i tre pun- 
ti £ ^ C , B consistono in un pisano. Adunque aAcI^ 
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le linee rette EC , EB che congHingono questi ponti 
consisteranno nel piano stesso. Ma nel piano in cui so- 
no le CE, EB vi stanno anche le ED , AE"* : adunque * i.XLt 
le linee rette CD , AB , che &' intejpsegano consistono 
in un piano. 

£ perciò, tre pui^ti eq* C. B. D. 

PR01>0SIZI0NEni. 

T»0 R B MA. - 

* 

à 

Se due piani s^ intersegano , la loro Qomtme se^io". V. TX* 
ne è una Unea retta* 

S^ interseghino i due piani AK, , LM : dico che la jS;. 3. 
loro comune sezione sìa una linea retta. 

Imperocché presi i punti B , D in questa comune se- 
zione, è chiaro, xhe se congiungasi la linea retta BD, 
questa unendo due pu^ti , che esistono in ciascuno di 
essi piani 9 debba cadere nel tèmpo stesso si nell" uno, 
ohe neli' altro : che perciò debba essere la loro ^comune 
sezione. 

Lapuda la comune sezione eo. G. B. D. 

PROPOSIZIONE ^V. 

TE O REl^ A. 

Se u^ui' lined retta è perpendicolare a due linee rette fig. 4* 
cAe 5' intersegano , nel punto della loro intersezione ; 
sarà anche perpendicolare al pianQ che passa per esse, 

S^eno AB,, DC due linee rette, die s' intersegano 
in E , e U F£ sia perpendicolare ad. esse in questo 
puntp E ; dico che una, tal; liojsar xMa F£ debba esse- 



t&- l^' a A X. I E L ^X tt* E K T X 

re anche perpendicolare al piano LM , clie passa per 
le AB, CD. 

Prendansi le linee rette EA , EC , EB ^ ED uguali 
tra loro ] e per E si tiri comunc[ue la lin«a retta GEH^ 
e giungansi le DA , BC : poi da (jualsivoglia punto 
F nella E? si tirino le FA, FG, FD , FB, FH , FC 
E poiché le due lluee rette AE , ED sono uguali 
alle due altre CE, £B , e contengono angoli uguali « 

* 4* ^* sarà anche la base AD uguale alla base BG^ , e 1* an- 
l^lo DAE uguale air angolo EBC. Ma è pure. T ango- 
lo AEG uguale air angolo BEH ; adunque ì due trian-^ 
goli AEG , BEH avendo due angoli uguali a due an« 
goli , r uno air altk'o ^ ed uguali i lati AE , EB , che 
sono adjacenti agli angoli uguali ; avranno i rimanenti 

»a6. I. lati uguali a' rimanenti lati* : per lo che sarà GÈ" u- 
guale ad EH , ed AG a BH. Or essendo la AE uguale 
alla EB, e la FÉ comune e perpendicolare ad esse ^ 
* 4- ^' sarà la base FA uguale alla base FB* : e per la stessa 
ragione sarà la FD uguale alla FC. Inoltre perchè la 
FD è uguale alla. FC , e la AF alla FB , saranno le 
due FA , FD uguali alle due FB , FC , T una all' al- 
tra *, e si è dimostrata la base AD uguale alla base BC; 
adunque Tatigolo FAD è uguale all' angolo FBC. Quin- 
di i due triangoli FAG, FBH avendo i lati FA, AG 
uguali a' lati FB , BH , T uno all' altro , e V angolo FAG 
uguale air angolo FBH , come si è dimostrato , avran- 
no la base FG ugucfle alla base FH* E perchè si è di- 
mostrata la GÈ. uguale alla EH, e la EF comune, 
saranno le due GÈ , EF uguali alle due duov HE , EF, 
e la base FG è uguale alla base FH ; adunque T an- 
golo' FEG sarà uguale all'angolo FEH 5 e però amen- 
' due gli angoli GEF ^ HEF sono retti : laonde la FÉ 
' sarà perpendicolare alla GEH. Similmente si dimostra, 

che la FÉ è perpendicolare ad ogni altra linea retta tirar- 
ta pq;r E sei sottoposto piano : e U linea retta è jjieir* 



pendicolare al piano quando fa angoli retti colle li- 
nee rette che la toccano e sono in quel medesimo pia- 
no^ : onde la FÉ è perpendicolare al piano nel quale *cl.3.XI* 
i;iacciono le AB, DC. C. B. D* 

PROPOSIZIONE V. 

TEOREMA. 

Se una linea retta è perpendicolare a tre linee ret* ' 
te che si toccane fra loro , nel comune segamento , le 
dette tre linee consisteranno in un medesimo pinao. 

La linea retta AB sia perpendicolare a tre altre li-/^« ^ 
nee rette BC , BD , BE , nel punto B ov' esse si toc- 
cano : dico leyBC , BD , BE consistere in un piano. 

Poiché . se può succedere , una di queste BC non con* 
sista con le altre due in un piano -, ma il piano ABF, 
che passa per essa , e per la BA interseghi il piano 
LM , in cui giacciono le altre due BD , BEL^ lo dovrà 
jntersegare in una linea retta* , che sia la BF. E poiché * 3(. XI. 
la AB é perpendicolare air una , e T altra BD , BE , 
sarà anche perpendicolare al piano LM che passa per 
esse* , e quindi alla JBF , che giace in questo piano.^. »^^j jrj* 
Dunque è retto V angolo ABF : ma si è supposto es- 
ser anche retto T angolo ABC 9 quindi V angolo ABF 
è uguale, air angolo ABC , e sono nel medesimo pia* 
PO , la qual cosa é impossibile. E perciò le tre linee 
rette BC y BD , BE dovranno consistere in un piano. 

Laonde se una linea retta ec C B. D. 
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PROPOSIZIONE TI. ' 

TEOREMA. 

«S'è Jue linee rette sUnp perpendicolari ad un me- 
iesimo piano , saranno paralleU tra loro. 

M* ^* Sieno AB, CD due linee rette perpendicolari al me- 
desimo piano LM : dico cVesse sieno tra loro parallele. 
Imperocché incontrino il piano LM ne' punti B , 
D-, che si uniscano con la BD , alla quale si tiri dal pun- 
to D , e nel piano LM , la perpendicolare DE \ e poste 
uguali le BA , DE , giungausi le BE , AB , AE. 

£ poiché la AB é pel*pendicolare al sottoposto pia- 
no , farà gli angoli retti con tutte le linee rette che 

V. 3. XI. la toccano e sono in tal piano*; ma Tuna e l'altra 
BD , B£ tocca la AB , essendo nel piano sottoposto ; 
adunque amendue gli angoli ABD , ABE sono retti \ 
per la medesima ragione ancora sono retti amendue 
gli angoli CDB , CDE. E perché la AB è uguale alla 
DE , e la BD è comune , saranno le due AB , BD u- 
guali alle due ED , DB.^ e contengono angoli retti ; 
adunque la base AE é uguale alla base BE. E perché 
la AB é uguale alla DE , e la AD alla BE , le due AB, 
BE sono uguali alle due ED , DA , e la base di esse 
AE é comune \ V angolo dunque ABE é uguale all'an- 
golo EDA : ma ABE é retto , adunque é retto EDA ; 
e' però la ED é perpendicolare alla DA: ma é eziandio 
perpe4^dicolare ali* una , e T altra di esse BD , DC ; 
oncie la ED è perpendicolare alle tre linee rette DB , 
DA , DC , nel contatto , e per tal ragione queste tre 

*5. XI. linee rette DB, DA, DC consisteranno in un pianori 
ma nel piano delle BD , DA é pure la BA \ poiché 

* n. XI. esistendo i tre punti 6 ,, D , A in un piano*^, le tre U* 



nee Mite BD , * DA , che gli coagiungooo dd>boiio 
troTatsi nel piallo stesso che passa per quelli. Adun-* 
^e nelle linee rette BA ^ DC esistenti in un piana 
stesso , cadendovi ht BD ^ e fonnando gli angoli inte- 
riori ABD, BDC retti , esse BA , DC saranno parallele"^. * aS. 1 
lE- perciò se due linee rette , ec* C. B. D. 

N. B. i> La Pkt»p. yn. ai è trahuciaU ( Figgasi la Nota gd 

PROPOSIZIONE vm. 

TEOREMA» 

Se due Imee rette sieno parallele , e V una di torà 
sia perpendicolare ad un piano , anche t altra sarà per* 
pendicolare al medesimo piano. 

Le due linee rette AB , CD sieno parallele , ed AB fis* ^i 
sia perpendicolare al sottoposto piano LM : dico 
anche CD esser peipendicolare allo stesso piano. 

Si uniscano i punti B ^ D , ove le AB y CD incon« 
frano il piano LM , una tal congiungente BD cadrà 
nel piano delle parallele AB , CD \ e perciò saranno 
le AB , CD , BD in uno stesso piano : indi dal punto D 
si tiri nel piano LM la DE perpendicolare alla DB ^ 
81 ponga la DE uguale alla AB, e si uniscano le B£, AE, 
AD. E poiché la AB è perpendicolare al piano LM, do* 
Tra esser perpendicolare si alla BD, che alla BE, che 
sono in questo piano, e la toccano in B"** : perciò *J3tXIi> 
ciascuno degli angoli ABD , ABE e retto^ Or essendo 
AB uguale a DE , e BD comune , saranno te due AB, 
BD uguali alle due ED, DB, T una al^ altra: ma 
è anche V angolo ABD uguale all' angolo EDB , per- 
ché ciascuno di essi é retto ; quindi la hase AD é iigua-- 
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le alla bd^e BE. Similmente essendo le AB ugnala àfltt VEp 
e la B£ alla AD , saranno le due AB ^ BE uguali cll0 
due ED Y DA: è poi la base AÈ eoiliune -, «duncpie saf4 
V angolo ABE uguale ìiU* akro EDÀ : ed è »ètto 
ABE ; adunque anche Et)A sort l^tto ^ e k ED è pefu 
pendicolare alla DA. Ma la ED è anche perpendicolare al- 
la DB ^ dovrà perciò la ED esser perpendicolare al piano 

* 4. XI. che passdt per le BD, DA'^, e Quindi a tcttte 1t finee 
rette che essendo nel medesimo piano la toccano : ina, 
la DG si tr#¥a in questo juauo, mentre tutte tre 
le BD , DA , DC sono nel piano nel quale esistono 
le parallele AB , CD ^ onde la ED è perpendicolare 
alla DC , e V angolo CDE è retto . Ma è anche ret^ 
to V altro CDB : adunque la CD essendo perpendicolai^ 
alle due linee rette DB, t)E nel punto J) ove s'^inter- 
segano , sarà anche perpendicolare . al piano LMt che 

^4* 2^* passa per esse"^. 

£ perciò se una linea retta ec. C» B. D. 

PROPOSIZIONE IX. 

TEOREMA. 

Ze linee ideile parallele ad una medesima linea ret-^ 
fa j che non sono nello stesso piano con questa , sono al-* 
iresì parallele tra loro* 

fig. 7. Sui ciascuna delle linee rette AB, CD parallela a^ 
£F , e non stieno esse tre linee rette nel |>iano stes*- 
so: dico che AB sia parallela a CD. 

Imperocché si pi*enda nella 'Et* un qualsivoglia pun- 
to G , dal quale si tirino alla EF le due perpen- 
dicolari GH , GK , la prima nel piano delle parallele 
EF, AB, r altra in quello delle parallele EF , CD. 
E poiché la EF è perpendicolare alle due GH , GK , si- 
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3rà anche perpen^colare al piano in cui queste consi- 
stono^ : e la FÉ è parallela alla AB ; adunque anche * 4* ^Tti 
ìa AB è perpendicolare al piano che passa per HGK^ : e * 8* XI^ 
per la medesima ragione la CD é perpendicolare al piano 
stesso; onde ambedue le AB , CD saranno perpendicolari 
al piano che passa per HGK. Ma se due linee rette sono 
perpendicolari ad un medesimo piano sono parallele frft 
Ipro }. adunque la AB sarà parallela alla CD. C. B. D* 

PROPOSIZIONE X. 

Sé éu€ lime rette ch^ d t^Mono sano parallele 
a due altre Imte che ei iocgamf » ma no» w2 nrnde^ 
eùno fimno , conlemumo magali uguali* 

Sieno 4ue linee rette c]ie si toccano AB^ AC pa-Af. 9^ 
relè a due altre, che pur ai toccano DE, DF, ina no^ 
noi medesimo piano : dico che V aiigolo BAC sia i^ale 
aU' alti^ £PF. 

PigUnsi le BA , AC , ]SX> , DF £ra loro uguali , e si 
imiscano le AD, BE , CF , 9C , £F. E poiché la BA 
fi ii^[uale e parallela ali» DE , sarà anche la AJ) ugiu|Jb 
e p^aUela alla BE. Per la stessa ragipqe |a CF è ìfr 
gij^e e paraUehi lilla AD : quiiidi ami^ndue le CyB » CF 
sono ugnali e parallele ^JU AD; e quelle che sono paxvillele 
«d una «nedefiima Unaii retta, « non sono oiel me^p^igio p]|L- 
ao con «Sisa , sono fra loi^o pacale Vj onde k £B é pa* ^g. Jan 
jcallela a^a CF; e gli è p)ire nguajlp; quin<^ anche ugu^, e 
parallele saranno Jie BC , ISF » che congìungonp gli estremi 
corrispondenti di quelle. Pairci^ i due triangoli BAC, EDF 
«vendo i lati AB, AC uguali Vlatì ED , DF, Tuno allaltva, 
e la base BC uguale alla hase EF } .§/a:iraA|;Qlo,fiAC 
4igu»le air angolo EDF*. * •• !• 

Adunque se due linee rette ec. C. B. D, 
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PROPOSIZIONE XI. 

PROBIiBXJU 

Da un punto dolo in sublime tirare la perpeniico*- 
iare al giano sottoposto^ 

Éj^^ 1^. Sia dato il punto A in sublime , e sia dato il 
sottoposto piano LM 5 fa di uopo tirare dal punto 
' A la perpendicolare al sottoposto piano LM. 

Si tiri nel sottoposto piano LM una linea retta BC 
in qualunque modo , alla quale si tiri dal dato punto 

* i^. I. A la perpendicolare AD* ; se questa sarà anche per- 

pendicolare al sottoposto piano LM , si sari fatto ciò , 
che si proponeva 5 ma se no , dal punto D si tiri alla 
*ii. I. BC, nel piano LM, la perpendicolare BF^, ed a* 
questa si tiri dal punto A la perpendicolare^ AF \ sarà 
tal linea retta la perpendicolare al piano LM. 

* 3t, I. Per F si tiri la FÉ parallela alla BC". E perché la BC 

è perpendicolare ad amendue le DA , DF , sarà ancor 
la BC perpendicolare al piano "che passa per le FD ^ 
DA; ed è la FÉ parallela ad essa \ e se sono due linee 
rette parallele f una delle quali sia perpendicolare a 
qualche piano , V altra sarà ancora al medesimo piano 
perpendicolaire \ onde ancor la FÉ è perpendicolare al 
piano che passa per le FD , DA , e però è perpendi- 
colare a tutte le linee rette , cHe essendo nel medesimo 
»j.3.XL piano la toccano*^. Ma AF la tocca ed è nel medesimo 
piano che passa per le FD , DA ; adunque la FÉ è 
perpendicolare alla FA , o sia la FA alla FÉ : ed è 
la FA perpendicolare alla DF ^ che perciò la AF è ad 
amendue le FÉ '\ FD perpendicolare. Or se una linea 
retta è perpendicolare a due linee rette che si segano 
fra loro , nella (Comune sezione , sarà ancor perpeadi;* 
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colare al piano che passa per le dette linee^ ; onde la * 4. XL^ 
FA è perpendicolare al piano che passa per le FD , 
FÉ. Ma il piano per le FD , FÉ è il piano sottopo^ 
sto ] adunque la AF è perpendicolare al sottoposto 
piano. 

Quindi da un punto dato in sublime si è tirata k 
perpendicolare ad un sottoposto piano €• B» F. 

PROPOSIZIONE XII. 

PROBLEMA. 

^^ Costituire una linea retta perpendicolare ad un pia" 
ao da un punto dato in esso. 

Sia A il punto dato nel piano LM, fa d^ uopo dafig, lo^ 
questo punto A costituire una linea retta perpendico- 
lare al piano LM. 

Intendasi un altro punto sublime B, dal quale si ti- 
ri al piano sottoposto LM la perpendicolare BC* , e^^^-V* 
ad essa si tiri per A la parallela AD^. E perchè sono *3i. I. 
parallele le due linee rette AD, CB, ed una di esse 
BG è perpendicolare al sottoposto piano ) ancor la ri- 
manente AD sarà a tal piano perpendicolare*. * 8. XI* 

E perciò si è costituita una linea retta perpendico- 
lare ad un piano da un punto dato in esso. C. B. F. 

PROPOSIZIONE xni- 

T B O li E V ▲• 

Jn uno stesso punto non si costituiranno ad un pia-- 
R9 , dalla medesima parte , due perpendicolari. 

S" egli è possibile dal punto A eh' è in un piano LM/ip, ix^ 
«t^stituiscansi due linee rett« AB , AG pef|>wdicoiari 



^* ^<* i4 e t I E L B M B K T I 

»d es06 , JUUa medesima parte. Si tiri per esse Qa pii^ 
PO, la cui comune sezione col piano LM sia la lin^a 

* 3. XI. vetta DE"^. Adunque le due linee xette AB , AC sono 
in un piano ^ e perché una di esse AC è peipendioo- 
lare al sottoposto piano , sarà anche perpendicolare a 
tutte le linee rette , che essendo nel medesimo piano 

*^.3.Xl.la toccano"^ \ ma JDA£ la tocca , ed è nel sottoposto 
piano , onde V angolo CAE é retto : per la medesima 
ragione è retto V angolo fiAE. Adunque Tangolo CIAE 
è )iguale all^ altro BAE ; e sono in un piano ; che non 
è possibile. 

Laonde in uno stesso punto non si costituiranno ec. 
C. B. D. 

PROPOSIZIONE xnr. 

TB oa EX ▲• 

f 

Qué* piani a^ quali è perpendicolare una stessa linei 
retta ^ sono paralleli* 

Jig. ta. Sia la linea retta AB perpendicolare si al piano EF, 

che all' altro CD : dico ^he questi piani siano paralleli. 

Se non è cosi , prolungati converranno : si prolun- 

• 5. XI. ghino e convengano nel^a linea retta HG* , e preso in 

questa qualsivoglia punto K, giungansi le AK , BK. 
Perchè dunque la AB è perpendicolare al piano CD, sarà 
perpendicolare alla BK , essendo la linea retta BK nel 

♦ I. jn. piano CD prolunga to"^ , onde Tangolo ABK è retto ; e 

per la medesima ragione è retto V angolo BAK : per- 
ciò due angoli del triangolo ABK sono uguali a due 
• 17. I. retti; che non è possibile. Laonde i piani CD , EF 
prolungati non converranno j e però è necessario che 
sìeno paralleli. 

Adunque que' plani a^ quali ec. C. B. J). 
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PROPOSIZIONE XY. 

TE O RE XA* 

• - • _ 

Se due linee rette , che si toccano , sìeno paratie^ V* 2V« 
le a due altre linee rette , che ancor esse si toccano > 
ma non nel medesimo piano \ eziandio i piani che pas^ 
satào per le dette linee ^ saranno paralleli* 

Due linee rette AB , BC, che si toccano, sieno patal-/r« >^< 
lele a due altre che ancor si toccano ED j EF , e non nel 
medesimo piano : dico i piani che passano per le AB, 
fiC ed ED y EF, se si prolunghino , non convenire tra 
loro. 

Tirisi dal punto B al piano che passa per le DE f 
EF la perpendicolare BG , che tocchi il piano nel pun«^ 
to ) e per G tirisi la GH parallela alla ED , e la 
GK parallela alla EF. E perchè la BG è perpendico- 
lare al piano che passa per le DE , EF , sarà ancora 
perpendicolare a tutte le linee rette che la toccano , e 
sono nel medesimo piano^; e la toccanjo amendue le*^*5*Xl* 
GH , GK , che sono nel medesimo piano ^ adunque è 
retto r uno e T altro angolo DOII , DGK. Or essendo 
la BA parallela alla GH"^ , gli angoli GB A , BGH sono * 9 XI4 
liguali a due retti"^ ; e BGH è retto ; adunque anche * 29. L, 
GBA sarà retto ] onde la GB è peipendicolare alla 
BA : e per la medesima ragione la GB è perpendico- 
lare alla BCL Essendo dunque la BG perpendicolare 
alle due linee rette BA, BC, die si segano fra loro, 
sarà la BG perpendicolare ancóra al piano che passa 
per le AB, BC . Ma è la BG anche perpendicolare al 
piano per le DE , EF ; adunque la BG è perpen. 
dicolare ad amendue i piani che passano per le AB , 
BG ; DS ) £F. Ma que' piani a' quali è perpendicola- 
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* 14. XI. re uxui stessa linea retta , sono paralleli'^ ; é dunque il 

piano per le AB , BC parallelo al piano per le DE , *EF» 

Laonde se due lìnee rette , cbe si toccano , ec. C JB.D. 

PROPOSIZIONE XVI. 

T X O 1 E X 1. 

'iSe due piani paralleli sono seguii alt qualche pia* 
no 3 le comuni seùoni loro saranno parallele. 

fg, 14.' I^ue piani paralleli AB, CD siano segati da qualche 
piano EFHG : dico che lé loro comuni sezioni EF » 
GH siano parallele. 

Imperocché $e le EF , GH non sono parallele , pro- 
lungate da una delle due parti converranno • Si pro- 
lunghino dalle parti F, H , e convengano in K. E poi- 
ché la linea retta GHK è net piano AB -, tutti i pun- 
iti che si pigliano nella GHK saranno nel medesimo 
spiano 'y ma il punto K è uifo di quelli ; adunque un 
tal punto K è nel piano AB ; e per }a stessa ragione 
il punto K dovrà anche trovarsi nel piano CD. Xiaon- 
de i pianiAB , CD , se si prolunghino , converranno. 
Ma non possono convenire , poiché paralleli. Dunque 
né tampoco potranno incontrarsi le linee rette EF , 
GH dalle p^rti F, H. Così pure si dimostra ,* che non 
possono incontrarsi dalle altre parti E, G : perciò le due 
linee rette EF , GH , eh* esistono nello stesso piano 
EFHG , e che non possono incontrarsi né dalP una né 
dall^ altra parte , se sì prolunghino , saranno parallelev 
Adunque se due piani paralleli ec. C. B* tìt* 



jpROPOsiziONE xvn. 



TEOREMA. 



jS*^ i&ce linee reUe sieno segaifi da plani paratteli » 
faranno da questi proporzionalmenie divise. 

Due linee rette AB, CD sieno segate da^ piani parai- /g:« i^* 
leli GS , KL , MN ne' punti B, E,A;D,F,C: 
dico che come la linea retta AB aU^ altra E^ , co$l 
stia la CF alla FD. 

Ini|ieroccfaè si uniscano le AG , fifD , GB , .e <{uesta 
.GB incontri il piano KL nel punto X, dal quale si 
tirino aVpunti E , F le EX , XF. 

E poicjiè i piani paralleli A(IN, KL sono segati dai 
piano BAG, le comuni sezioni loro AG, EX saranno 
parallele"^ : per la stessa ragimo^ , perchè due piani p^- *i6.X'L 
xalleli 6H , KL sono segati dal piano BCD 9 le co-*^ 
munì sezioni loro BD , FX sono parallele. E perciò 
ad un Iato del triangolo ABG , cioè ad AG si è .tirata 
la parallela EX ; dovrà stare B£ ad EA , come BX 
ad XG^. Similmente perchè ad un lato del triangolo * 2. VI< 
BGD , cioè a BD si è tiraU la parallela FX , sar^à co- 
ma la DF alla FG , cosi k E^ ad XG ; e si è 
dimostrate la BX alla XG , come h B£ aUa EA. 
Adunque starà la BE alla EA ^ come la DF alla 
FC*. ♦ * ^»- V. 

Che perqiò se due linise rette ec. G. B. P. 



PROPOSIZIONE xvni- 

TEOREMA. 

Se una linea retta sia perpendicolare a qualche pia* 
no , tutti i pumi che passano per essa saranno anche- 
perpendicolari a (fucilò stesso piano. 

fy, i5. Xia linea retta AB sia perpendicolare al sottoposto 
piano IjE : dico che tutt' i piani che passano per la 
AB siano perpendicolari al piano LE. 

Imperocché si faccia passare per la AB il piano CH^ 
e sia CE la comune sezione di questo piano col sotto* 

* 3.xr. posto LE*, indi sì prenda nella CE un qualunque pun- 

to F , dal quale si tiri nel piano CH la F6 perpen- 
dicolare alla CE. E poiché la BA é perpendicolare al 
jHano LE, sari perpendicolare a tutte le linee rette 
*dJÌJCl. che sono nel medesimo piano e la toccano "^^ e perciò è 
altresì perpendicolare alla CE \ onde V angolo BAF è 
retto: ma è anche retto t altro GFA; quindi la AB è 
parallela alla FG. Per lo che essendo la AB perpendico*- 
lare al sottoposto piano LE , sarà anche la F6 perpen- 

* 6. XI. dicolare ad un tal piano** Ma un piano è perpendico- 

lare' ad un' altro , allori he ciascuna linea retta , che si 
tira in uno di essi piani perpendicolare alla di loro co- 
*d,^.'%l. mune sezicme , é anche perpendicolare all^ altro piano*! 
ed essendosi tirata da F in un piano CH la FG per- 
pendicolare alla comune sezione CE, si é dimostrato 
che questa è anche perpendicolare al piano EL ; adun- 
que il .piano CH è perpendicolare al sottoposto piano 
£L. Similmente si dimostreranno tutti i piani, che pas- 
sano per la AB essere perpendicolari al detto piano* 
Laonde se una linea retta ec. C« B. D. 
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PHOPOSIZIONE XIX. 

TEOREMA» 

Se due piani che s* intersegano siano perpendteola* ^* ^* 
ri a qualche piano ^ eziandio la loro comune sezione sa- 
rà perpendicolare al medesimo pianò. 

Sieno AB , CB clue piani che slintersegano , dascuii A* ^7a 
4e' quali è perpendicolare al piano AC , e sia BD la 
loro comune seadone : dico questa BD essere perpen- 
dicolare al sottoposto piano AC. 

Poiché se non lo è , non potrà né pure esser per- 
pendicolare alle linee rette DA , DC , che tono 
nel piano CA , e la toccano in D^ ^ e perciò si 4,)i,xtm 
potranno da un tal punto tirare due linee rette > 
una DE. nel piano BA , la quale sia perpendi- 
colare ad AD y e V altra DF nel piano BC , che sia 
perpendicolare a DC. E poiché il piano AB é perpen* 
dicolare air altro AC^ ed in e$so si é condotta la DE 
perpendicolare alla AD eomune sezione di questi pia«. 
ni , sarà la DE perpendicolare al sottoposto piano AC*z* d^iiJ^f^^ 
e similmente si dimostra , che la DF é perpendicolare 
allo stesso piano AC . Quindi dal medesimo punto D 
si sarebbero costituite due linee rette perpendicolari al 
sottoposto piano AC , dalla medesima parte , il che non 
può essere"^. Laonde non si potrà costituire dal punto * i'* 3C% 
X> al piano AC altra perpendicolare ^ oltre la DB ^ ob^ & 
la comune sezione de^ piani AB , BC. 
E perciò se due piani ec C. B. D. 



FROPaSIZIONE XX* 

TE OH BXA • 

/^. iVl S^ VA arsolo solido sia eontenuio da tre angoli 

piani \ due di loroy comuntpàe presi^^ sono maggiori del 
rimanente. 

fig. iB. X* àngolo solido A sìa contenato da* tre angoli pia- 
ni BAC, CAD, DAB: dico che due di questi angoli^ 
comunqne presi , siano maggiori del rimanente • 

Imperocché se i tre angoli BAC , CAD , DAB sono fra 
loro uguali , è manifesto che due di essi , comunque presi, 
siano maggiori del rimanente. Ma se non è coSl^ uno 
di essi BAC sarà non minore di ciascuno de^rimanen* 
ti, ma però maggiore di uno di quésti, come di DAB ^ 
perciò si costituisca alla linea retta AB , al punto A 
in essa, e nel piano dell'angolo BAC, l'angolo BAB 

5a3. h n^uÀlé aH' altro BAD^ ; poi pongasi la AE uguale alte 
AD, é tirata per E la B£C,che incontri le AB, AC, 
ne' punti B , C , si uniscano le BD , DC. E poiché là 
DA é O^aale alla AE , e la AB é comune , sono per* 
dò le dùè DA , AB uguali alle due EA , AB , è pu- 
re r àngolo DAB uguale air angolo EAB ; adunque la 

p 4. I. base BD è uguale alla base BE'". E perché le due BD , 
DC sono maggiori delia BC , e DB uguale a BE , do- 
Trà la rimanente DC esser maggiore della rimanente 
CE. Or poiché la DA è uguale alla AE, la AC é co- 
mune , e la base DC é maggiore della base EC ; sari 

*aS, L l'angolo DAC maggiore dell'altro E AC*. Ma per co- 
struzione l'angolo DAB é uguale all'altro BAE; quin- 
di gli angoli DAB , DAC , insieme presi , sono mag- 
giori dell'angolo BAC : è poi l'angolo BAC non mi- 
liore di ciascuno degli altri DAJ3 ^ DAC ; perciò un di 
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^esti insieme con BAG dovri esser maggiore ^el. ri- 
manente . 

Per la qjaal cosa se un angolo soli(}o ec. C. B. D. 

PROPOSIZIONE XXI. 

TB O UE MA. 

Ogìii angolo solido è conienuio da angali piai^ y^ Jf^ 
pUnori di quattro retti • 

Sia tengalo soKdo A còi^teóuto dagU ang^fi piani J^* >^ 
BAC , CAD , DAB : dico che questi siaiio nùtiori dK 
quattro retti • 

Si concepisca un piano incontrare qu^Ii altri piatti 
ne^ quali esistono gli angoli piani BAC, CAD , DAB, è 
siano BC, CD, DB le comuni sezioni di quel piallo 
con questi*^. Perchè dunque T angolo sòlido in B è conte*-* 3* Xr4 
nuto da tre angoli piani ABD , ABC , GBD \ dovran- 
no due qualunque dì questi ABD^ ABC esse^ maggio^ 
ri del rimanente CBD"^: cosi anche sì dimostra che i*20.X;T^ 
due angoli ACD^ ACB sono maggiori dèli" Angolo DCB, 
e che i due ADB, ADC sono maggiori delibandolo BDC; 
adunque i sei angoli ABD , ABC , ACB , ACD , ADC , 
ADB , insieme presi , sono maggiori deHre itngoli CBD , 
BCD, CDB del triangolò BDC, cioè di due rètti*. Or^Sa.!, 
que* sei angoli insieme co^ tre altri che cò^pt^ndo^ 
Bo V angolo solido in A coihpongonò gli angoli de' itt 
triangoli BAD , DAC , CAB , è fàii perciò sei retti^ ; • 3a. I^ 
e sono que' sei angoli maggiori di due retti , come si 
è dimostrato : adunque IjuelU che cotn|>rendono V àtt* 
golo solido in A dovranno esser ihihori di quattro ret- 
ti . Similmente si dimostrerebbe , die siano minori di 
quattro retti gli angoli piani , che comprendono uil 
angolo solido , se essi siano quattro \ più • 
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Adunque in generale tulli gli angoli piani ec. C B» D. 

PROPOSIZIÓNE xxn. 

TEOREMA. 

K N* Se sieno tre angoU piani ^ due dé^ quali siano ìnag" 

giori del terzo , comunque presi , ed essi siano coìUenw 
ie da linee rette uguali) si potrà costituire un triango* 
lo dalle tre congiungenti quelle linee rette uguali . 

/r?<». Siano i tre angoli piani ABC, DEF , GHK, due 
de^ quali sono maggiori del rimanente , comunque pre- 
si , cioè gli angoli AfiC , DEF siano maggiori del ri- 
manente angolo GHK, egli angoli D£F(, GHK mag- 
giori deir angolo ABC y ed oltre a ciò gli angoli GHK, 
ABC maggiori dell'angolo DEF; sieno di più uguali le 
linee rette AB, BC , DE, EF , GH, HK, e si uni- 
scano le AC , DF , GK : dico che si possa costituire 
ìin triangolo da tre linee rette uguali ad esse AC, DF, 
GK; cioè che due di queste siano maggiori della ri- 
manente , comunque si prendano . 

Imperocché se gli angoli ABC , DEF , GHK siano 
fra loro uguali , saranno anche uguali le AC , DF , 

* 4* I* QK^ , e perciò da linee uguali ad esse si potrà costi- 
tuire un triangolo ; ma se al contrario quegli an- 
goli sieno disuguali , sia V angolo ABC non minore 
si deir angolo DEF , che di GHK : che perciò 
la linea retta AC non sarà minore si di DF , 

* 94. I. che di OK^ \ ed è quindi manifesto , eh' essa AC in- 

.sieme con una delle DF , GK , sia maggiore dell' altra 
di queste. Dico inoltre che DF, GK siano maggiori 
della AC. Si costituisca alla linea retta AB , e nel punto 

* aS. !• B in essa T angolo ABL uguale all' angolo GHK"^ , e 

pongasi là 6L uguale alla AB , e quindi alla BC , • 



DE , o EF , o HG , o HK t finalmente si còngiunga- 
no le AL , LG. E poiché le due AB , BL sono ugua-*- 
li alle due GH, GK, Tuna all' altra , e comprendono 
angoli uguali , sarii la base AL uguale alla base GK*. * 4. I« 
Or gli angoli in E ed in H sono maggiori dell'angolo 
ABC, e di essi T angolo GHK è uguale all'angolo 
ABIi ; perciò il rimanente angolo in E sarà maggiorer 
dell'angolo LBC. Laonde essendo le due LB , BC 
uguali alle due DE, EF, Tuna all'altra, e l'angolo 
D£F maggiore dell'angolo LBCf sarà la base DF 
maggiore della base LG* . Ma la GK si è dimostrata * H» t^ 
uguale alla AL ; adunque le DF, GK sono maggiori del- 
le AL, LG : sono poi le AL, LG maggiori della AG^$ ' ao. i; 
quindi molto più le DF , GK saranno maggiori della 
AC« Che perciò delle linee rette AG , DF , GK due 
sono maggiori della rimanente, comuncjue prese ; e « 

quindi si potrà costituire un triangolo da tre linee ret*»' 
te uguali ad esse AG, DF, GK\ G. B. D. 's^.t. 

PROPOSIZIONE XXIII. 

PRÒBLSXA, 

Da ire àngóU piani dati , due de'' quali sono ntagf* V. Ifé 
givri del rimanente , comunque presi , costituire V ango^ 
lo solido \ fa però £ uopo cV essi tre angoli sieno mi^ 
nori di quattro retti. 

Sieno i tre angoli piani dati ABC , DEF , GHK fii;. %t. 
due de^ quali sieno maggiori del terzo, comunque pre- 
si , ed essi tre angoli sieno minori di quattro retti : 
fa d' uopo costituire V angolo solido con tre angoli 
uguali ad essi ABC , DEF , GHK . 

Si taglino uguali le AB, BC, DE, EF, GH , HKj 
e giungansi le AG , DF , GK : si potrà costituire un 
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triani^ eoa tee linee te%ie uguali ad esse AC , BF, 
*?iY GK* . Si costituisca' e sia LMN , in modo che AC 
' aia uguale ad LM, DF »d WS , .e QH. ad LN ; poi 
* 5. iP^. ad un tal triangolo sì circonscrlva il cerchio LMN ^ , il 
cui centro aia X, che cadfà o denteo del triangolo 
LMN ^ o in un suo lato , o pur fuori del «triangolo • 
In pruno luogo icada dentro , e ai uniscano le LX , 
MX y NX. Dico che la AB sia jnaggìcNce ddla LS* 
ImpeooGchè se joon è cosi la AB sarà oiguale alla LX f 
o pur minore della LX. Sia primienamente uguale. E 
poiché la AB e uguale alla LX, e la AB è uguale al- 
la BC , la LX aUa XM ; le due AB , BC aaranno u- 
guali alle due LX ^ XM , T una all^ altra : é puze la 
base AC uguale alla hase LM ; quindi V angolo ABG 

* 8. 1. é Uguale air angolo LXM"^. Per la stessa Juigione T an- 

golo DEF è Uguale all'angolo MXBT» e l'aiigtilo GHK 
all' angolo NXL : quindi i tre angoli ABC , BEF , 
CHK sono ugnali a' tre LXM, MXN, NXL. Ma i tre 
angoli LXM^ MXN, NXL sono uguali a quattro rei- 
%!' l' ^^^'^ laonde anche gli altri ASC , DEP ^ GHK saranno 
uguali a quattro retti. Si sono supposti minori di quat« 
tro retti ; il che è assurdo : peix;iò AB non e uguale 
ad LX.' Sia minore ; e sopra la linea retta LM , ver- 
so «quella parte di essa ov' e il centro X si costituisca 
il triangolo LOM , i cui lati LO , OM siano ugusdi 

* da.T. alle AB, BC^ : e poiché la base LM è uguale alla ba« 
• 8» L se AC , sarà T angolo LOM uguale all' angolo ABC'^* 

Ma la linea retta AB , o V altra LO si suppone mino- 
/ *e della LX^ quindi le LO^ MO cadranno dentro del 
-triangolo LXM : mentre se coincidessero con le LX « 
XM, « pur cadessero fuori , sarehbaeò uguali, o n^g- 
^m delle LX , XM. Adunque V angolo LOM , o sia 
ABC é maggiore dell'angolo LXM, Similmente si di-* 
•mo&tjserà l' angolo DEF maggiore dell' angolo MXN f 
*# r angolo GHK jnaggiore deU' angolo NXL 3 quindi 



1 tre angoli ABC , DEF , GHK sono magi^ion de' tre ^ t 
LXM , MXN , NXL , cioè di quattro retti*. Ma glì *,5. f 
angoli ABC , EDF , GHK si è supposto esser minori di 
quattro retti ; il che è assurdo» Adunque AB non è 
minore di LX. Si è già dimostrato che non gli è ugna* 
le ^ quindi AB è maggiore di LX. ^ 

Cada ora il centio X del cerchio in uno delati del 
triangolo , come in M^ , e si unisca la LX: dico di nuo<<^ 
vo che la AB sia maggiore della LX. Imperocché se non 
è così, la AB o è uguale alla LX^ o pur minore. Sia iV 
primo luogo uguale : perciò le due AB , BC ^ ossia 
DE , EF sono uguali alle due MX , XL , ossia ad 
MN. Ma la MN si suppone uguale alla DF; quindi 
le DE , EF sono uguali alla DF; il che è impossibile*» *ao. tk 
Adunque la AB non è uguale alla LX. Similmente si 
dimostra , che non é minore della LX ^ poiché ne se« 
guirebbe molto più un assurdo : quindi la AB é mag« 
giore della LX. 

Il centro X del cerchio sia fuori del triangolo LMN^ 
e si uniscano le LX , MX , NX : dico che sia anco* 
ra la AB maggiore della LX. Se non é così ^ o glì è 
uguale y o minore. Sia in primo luogo uguale ; si di<* 
mostrerà del tutto come nel caso primo, che T angola 
ABC sia uguale alP angolo MXL , e l'angolo GHK al» 
r angolo LXN ; che perciò tutto V angolo MXN è ugua* 
le a' due ABC , GHK. Ma essi ABC , GHK insieme , 
.sono maggiori dell* angolo DEF ; laonde anche V an* 
golo MXN é maggiore dell^ angolo DEF. Or poiché le 
due DE , EF sono uguali alle due MX , XN , 1* una 
BÌY altra , e la base DF é pure uguale alla base MN « 
sarà V angolo MXN uguale all' angolo DEF"^ : se n' é * S. h 
dimostrato maggiore ; e ciò é un assundo. Adunque la 
AB non é uguale alla LX. Dico che né pure la AB 
sia minore della LX. Poiché , si" è possibile , sia 
nuQore \ sari , come si é dimostrato nel primo ca« ^ 

4 
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SO , r ajigolo ABC maggiore dell', angolo MXL , e 
r angolo GHK maggiore deir angolo LXN. Sì costi- 
tuisca alla linea retta BC , e nel punto B in essa T an* 
igolo CBP uguale all' angolo GHK ; pongasi la BP iigua« 
le alla HK , e si uniscano le CP , AP. E poicliè la GB è 
Uguale alla GH , le due GB , BP sono uguali alle dut 
GH I HK , e comprendono angoli' uguali ; quindi la 
])ase CP è uguale alla base GK , o sia LN. Or De'trian* 
goli isosceli ABC, MXL, poiché l'angolo ABC è mag* 
giore deir angolo MXL , sarà V angolo MLX alla base 
dell'uno maggiore dell'angolo ACB alla base dell'ai- 

S.eSa.I.tro*^. Per la stessa ragione, poiché l'angolo GHK ^ 
O sia CBP é maggiore dell' angolo LXN , anche 1' an-* 
golo XLN sarà maggiore di BCP. Laonde tutto l'an- 
golo MLN é maggiore di tutto 1' angolo ACP. fi 
poiché le due ML , LN sono uguali alle due AC , CP ^ 
r una all'altra, e l'angolo MLN e maggiore dell'ango- 
lo ACP, sarà anche la base MN maggiore della base 

•a4. 1. AP'. Ma la MN è uguale alla DF; quindi la DF sarà 
maggiore della AP : che perciò le due DE , £F sono 
uguali all^ due AB, BP, l'una all'altra, e la base DF è 
maggiore della base AP , perciò sarà V ^golo DEF 
maggiore dell' angolo ABP. È poi 1' angolo ABP uguale 
agli angoli ABC , CBP , cioè agli angoli ABC , GHK ; 
quindi l'angolo DEF è maggiore degli angoli ABC , 
GHK ^ ma n' è minore ,. e ciò è impossibile. Adunque 
la AB non è minore della LX ; sì è dimostrato , che 
non gli sia uguale ^ perciò la AB é maggiore della LX. 
Or si tiri dal punto X la XR perpendicolare al pia* 

* la. XI. no del cetchio LIV^N'^. E poiché, in tutt'icasi, la AB si 

è dimos.trata maggiore della LX , si ponga il quadrato^ 
che si descrive dalla RX uguale air eccesso dei qua* 

* f^ N. drato di AB su quello di LX*^ j e si uniscano le LR, 

RM , RN. E poidiè la RX é perpendicolare al piano 
del cerchio LMN f su^i perpendicolare a ciascuna dei* 



}e LX y 'MX'*. Laonde esseado la LX uguale alla XM, e *42.S.XI. 
comune e ad aBggli retti la XR 9 sarà la base BJU, 
uguale alla base RM. P^ la slessa ragione la RN é ugua* 
le a ciascufia delle RL , RM : laonde le tre RL, RM^ 
RN sono uguali tra loro. E poiché il quadrato dell» 
XR si pone uguale bIY eccesso del quadrato di AB 
sul quadrato di LX, sarà il quadrato di AB uguale a'^qua* 
dratì di LX , XR acquali é pure uguale il quadrato di RLt 
perchè è retto T angolo LXR* : adunque il quadrato * 4? *• 
di AB sarà uguale al quadrato di RL ^ e perciò AB 
è uguale ad RL. Ma ad AB gli è uguale ciascuna 
delle BC , DE , EF , GH, HK 5 e ad RL glilè uguale cia- 
scuna delle RM , RN : quindi ciascuna delle AB , BC, 
DE , EF , GH , HK é uguale a ciascuna delle RL > 
RM , RN. E poiché le due RL , RM sono uguali 
alle due AB, fiC , e la base LM é uguale alla base 
AC ; sarà T angolo LRM uguale all' angolo ABC. Per 
la stessa ragione l'angolo MRN é uguale al^ angola 
DEF, e r angolo KRL all'angolo GUK. Adunque 
da' tre angoli piani LRM, MRN, NRL, che sono ugna* 
li a' tre angoli piani dati ABC , DEF , GHK si è co** 
•iftUttito r asgolo solido in R. C. B. F. 

PROPOSIZIONE A. 

T s o a E K A» 

Se a* veHici i£ due €mgoli piani ugttati si adaHiftek V. N. 
tn sublime due linee rette \ le (juàli comprendano anr 
goti uguali co* lati degli angoli proposti ^ V uno alV a^ 
irò ^ gli angoli solidi , che si verranno in tal modo a 
eostituire a qué* punti , saranno uguali. 

• 

Sieno 1 fine angoli pian! uguali BAC , EDF, ed a*JJ^. a^^, 
punti A , D si adattino in sublime le linee- inette AO, 
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DP 9 le quali comprendano angoli uguali , V uno ali* 
altro y co^ lati degli angoli proposti , cioè sia V angolo 
GAB uguale a PDE , e V adgoiò GAC a PDF : dico 
<^be gli angoli solidi , che si verranno in tal modo a 
costituire ne^ punti A, D siano uguali. 

Si prendano le AH , DM uguali, e da' punti H, M 
ii tirino le HK , MN rispettivamente perpendicolari 
appiani BAC , EDF : poi si tirino da questi punti K, 
N le perpendicolari KB , KC , NE , NF alle linee ret- 
te AB , AC , DE , DF \ e finalmente si uniscano le HB, 
BC, ME , EF. E poiché la HK. è perpendicolare al pia- 
*i$,XI. no BAC, anche il piano HBK , che passa per essa, sa- 
rà perpendicolare allo stesso piano BAC^ : ma in que- 
sto jpiano BAC si è tirata la AB perpendicolare alla co- 
mune sezione BKde^ piani BAC , BHK \ perciò la AB é 
*|{.4.XI. perpendicolare al plano HBK , e quindi alla fifl , che 
giace in questo piano. Adunque T angolo ABII è retto: 
e similmente si dimostra, che sia retto l'angolo DEM. 
X^aonde i due triangoli HAB , MDE avendo uguali gli 
angoli ABH , DEM , perchè retti \ gli altri loro angoli 
fi AB , MDE essendo pure uguali per supposizione, ed 
inoltre pareggiandosi i loro Iati AH , DM ^ dovrà esse- 
* a6. 1. re la AB uguale alla DE'^. E similmente , se giungansi 
le HC , MF , si dimostrerà che la AC sia uguale alla DF. 
Or essendo la AB uguale alla DE, e la AC alla DF, saran- 
no le due BA , AC uguali alle due DE , DF , Tuna 
air altra : -di più queste linee rette uguali compren- 
dono gli angoli uguali BAC , EDF ) perciò sarà la BC u« 
• 4. I. guale alla EF , e l'angolo ABC uguale all' angolo DEF*. 
.Ma era l'angolo retto ABK. uguale all'angolo r^tto DEN; 
.quindi il rimanente angolo CBK sarà uguale al rima- 
nente FEN : e cosi pure si dimostra , che 1' angolo BCK 
sia uguale ali altro EFN. Per lo che i due triangoli 
BCK 9 EFN avendo due angoli uguali a due angoli , 
J' uno all' ailio , ed il iato BC uguale ali altro EF ; 



«irratLiio anche il Iato BK uguale al lato EN* : è poi la * a6. h 
AB uguale alla DE; perciò le due AB, BK sono ugua- 
li alle altre due DE , EN , e comprendono angoli retti; 
adunque la AK sarii uguale alla DN. Ciò posto il qua- 
drato di AH è uguale a^ quadrati di AK , KH , per- 
chè r angolo AKH è retto* ; e similmente il quadrato * 47* % 
di DM pareggia quelli di DN , NM : sono poi uguali \ 

non solamente i quadrati di AH e di DM ; ma anche 
gli altri di AK e di DN. Adunque dovrà il quadrato di 
HK pareggiar quello di MN , e perciò HK essere ugua- 
le ad MN. 

Or se si concepisca applicarsi V angolo solido in A ali* 
òltro in B, in modo che T angolo piano BAC combaci 
col suo uguale EDF , cadranno i punti B, C, ne* pun- 
ti E , F ; e quindi V angolo ABK combacerà con 1* an- 
golo DEN , perchè' T uno e l' altro è retto ; e 1' ango- 
lo ACK con r angolo DFN , per la stessa ragione : per- 
ciò il punto K cadrà in N , e le KH , NM , come per* 
pendicolari a* piani BAC , EPF che coincidono , do* 
vranuo pur cadere 1' una nell* altra ; quindi essendo es- 
96 uguali cadrà il punto H nel punto M , e la HA 
combacerà con la MD. Adunque i due angoli solidi in 
A ed in D combaceranno anch' essi , e perciò saranno 
uguali. C. B. D. 

Cor. Da ciò si rileva che : Se gli angoli solidi in 
'\A ed in D sieno contenuti ciascuno da tre angolf piani 
V Un V altro uguali e similmente posti , cioè , V angO" 
lo BAC uguale alV angolo EDF , T angolo BAG ugua» 
le aiV angolo EDP ^ e V angolo GAC aW angolo PDF\ e 
che in due loro lati corrispondenti AG ^ DP si prendano 
le uguali linee rette AH ^ DM ^ e da* punti H ^ M si ab- 
bassino a' piani in cui esistono gii angoli ov posti ad 
■ essi lati le perpendicolari HK , Mi\ ) queste saranno 
uguali: e congiunte le AKy DN V angolo HaK pa^ 
. reggerà t angiolo MJJN* 
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PROPOSIZIONE B. 

TB O RE M A • 

FI UT. ^ figure solide contenute dallo stesso numero di 

piani uguali , simili , e similmente posti , e delle quali 
ciascun angolo solido sia compreso da tre angoli piani^ 
sono uguali e simili tra loro. 

fig, a3. Sieno le figure solide AG , KQ contenute dallo steg« 
so numero di piani simili , uguali e slìnilmente posti ; 
cioè sia il piano AC uguale e simile al piano KM.) il 
piano AF a KP , BG ad LQ , GD a QN, DE ad NO, 
e finalmente FH a PR ] ed inoltre ciascun loro ango*» 
lo solido sia compreso da tre angoli piani : dico che 
la figura solida AG sia uguale e simile all' altra KQ. 
Poiché a^ vertici A , K degli angoli piani uguali BAE, 
IjKO si sono adattate in suhlime le linee rette AD , 
KN le quali comprendono co' lati degli angoli proposti 
Uguali angoli., T uno all'altro, cioè l'angolo EAD airaago^* 
io OKN, e r altro DAB ad NKL ; sarà l'angolo soli^ 

^ A* XI. do in A uguale a <juello in K^ : e similmente si dimo- 
streranno uguali tra loro i rimanenti angoli solidi dcl«- 
le figure proposte. Or se la figura solida AG si appli* 
chi alla figura solida KQ , in modo , che la linea ret- 
ta AB combaci con la KL , e che la figura piana AC 
combaci con V altra KM , che gli è uguale e simile ^ 
le linee rette AD ^ DC , CB combaceranno con le KN, 
HM , ML , i punti A , D , C , B cadranno ne' punti 
K , N, M, L, e l'angolo solido in A combacerà con 
V angolo solido in K. Laonde il piano AF combacerà 
cel piano KP , e la figura AF con la figura KP , per 
esser queste uguali e simili tra loro. Quindi le linee 
xiAte AE , £F , FB combaceranno con le KO , OP , 
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PL , td i panti E , F cadranno itt O , P. Similmente 
si dimostrerà che la figora AH combaci con la KR , la 
linea retta DH con la HR , e che il punto H cada ia 
R. E poiché l'angolo solido in B é' uguale a quello ia 
L , ii potrà dimostrare nel modo stesso di poc* anzi ^ 
che la figura BG combaci con la LQ , la linea retta ^ 
CG con la MQ , e che il punto G cada in Q. Adua* 
que tutti i piani e tutti i lati della figura solida AG 
coincidono co' piani , e co' lati dell' altra figura solida 
&Q 5 e perciò la figura solida AG sarà uguale e sinù* 
U all' altra KQ. C. B. D. 

PROPOSIZIONE XXIT. 

y )S O RB M A. 

•S'è un solido sia corUennto da piani paralleli , i y. S 
suoi piani opposti saranno parallelogranOni uguali e si» 
mili. 

II solido BGEC sia contenuto da' piani paralleli AC, j^. ^^ 
GF ; BG , CE ', BF , AE : dico che i suoi piani op- 
posti siano parallelogrammi uguali e simili. 

Poiché i due piani paralleli BG , CE sono segati 
dal piano AC , saranno parallele le loro comuni ser -« 

zioni AB , CD"^. Similmente essendo paralleli i due pia- • 16. XI» 
ni BF , AE , le intersezioni loro BC , AD col piano 
AC dovranno esser parallele : e si é dimostrata la AB 
parallela alla CD ; quindi la figura quadrilatera AfiCD 
è un parallelogrammo. E similmente si dimostrerà ^ 
eh' è un parallelogrammo ciascMna delle altre figure AH^ 
HE , £C , DG , CH. Ciò posto si congiungano le AH^ 
DF : e poiclié la AB é parallela alla DC , e la Bfi at 
la CF ; saranno le due AB , 6H che si toccano parai» 
Icle alle due che pur si toccano DC , CF , e noa sa* 
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no nel medesimo piano ; onde conterranno nguali axxr 
"* 10.XI. goli'^ : Tangolo dunque ABH è uguale all'angolo DCF« 
£ perché le due AB , bd sono uguali alle due DC ^ 
CF , e r angolo ABH è uguale all' angolo DCF , sarà 
la base AH uguale alla base DF , e il triangolo ABH 
* A' I* uguale al triangolo DCF^. Ed essendo il parallelogram- 
mo BG doppio del triangolo ABH ^ ed il parallelogram- 
^H* I» mo CE doppio del triangolo DCF'^ , sarà il parallelo- 
grammo BG uguale al parallelogrammo CE« Non altri- 
menti si dimostrerà che il parallelogrammo DB sia ugua- 
le ali* altro EH , e che il parallelogrammo CH Io sia 
all'aUro DG. 

Adunque se un solido ec. C. B. D. 

PROPOSIZIONE XXV. 

TEOREMA. 

Se un solido parallelepipedo sia segato da un pia» 
no parallelo a* piani opposti ) sarà come la base alla 
base y così il solido al solido. 

N. B. s> Euclide chiama specialmente solido paralleUpido ( che 
» talyoUi diremo semplicMnentc parallelepipedo ) quel solido , eh' é 
» terminato da sei piani , gli opposti de' quali sono paralleli , • che 
^94*XI*v> perciò sono parallelogrammi*. 

n solido parallelepipedo ABDC sia segato dal piano 
FG parallelo a^ piani opposti AR , DH : dico che stia 
la base AF alla base FH , come il solido ABUF al so* 
lido EGDC. 

Si prolunghi la AH dair una parte e dall' altra , e 
•i pongano uguali alla EH quante si vogliano HM , 
•AIN \ uguali poi alla EA quante altre si vogliano AK ^ 
iULf , e si compiscano i parallelogrammi K¥ , LO , 
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HQ , MS , ed i solidi KR , LP , HV , MT. E poichè'"'"^^^ 
h linee rette LK , KA , AE sono uguali tra loro , i 
parallelogrammi LO , KY, AF saranno anche tra loro 
uguali. Similmente sono tra loro uguali i parallelogram*- 
mi KX , KB , AG \ come pure tra loro uguali sono 
gli altri parallelogrammi LZ , KP , AR , che sono op- 
posti^. Nel modo stesso si dimostra^ che non solo sia-* 24. Xl^ 
no tra loro uguali i parallelogrammi EC y HQ , MS ; 
ma che lo sian pure tra lóro gli altri parallelogrammi 
HG ^ HI , IN ^ e finalmente che anche i parallelogram^ 
mi HD , MV , NT sieno tra loro uguali. Adunque tre 
piani del solido LP sono uguali e simili a tre piani 
del solido KR , ed a tre piani del solido AU , V uno 
air altro. Ma i rimanenti tre opposti a questi , so- 
no uguali e simili rispettivamente ad essi* , e quindi * 24. XI, 
tra loro 9 e ciascun angolo solido di tali figure solide 
è contenuto da tre angoli piani ; perciò i tre solidi 
LP , KR , AU saranno tra loro uguali*. Per la stessa *B.XI% 
ragione anche i tre solidi ED , HV , MT sono uguali 
tra loro. Laonde quanto è multiplice la base LF del- 
la base AF , tant' è multiplice il solido LU del solido 
AU 9 e similmente quanto é multiplice la base NF del- 
la base HF , altrettanto il solido NU 1' è del solido 
ED. Or se la base LF è uguale alla base NF , il so- 
lido LV è uguale al solido NU*5 se la base LF è^B.xi^ 
maggiore dell' altra NF , il solido LU sarà maggiore 
del solido NU 5 e se minore , minore. Adunque aven- 
do quattro grandezze , cioè le due basi AF , FH , ed 
i due solidi AU , ED ^ ed et sendosi presi della base 
AF , e del solido AU qualunque egualmente multipli- 
ci, cioè la base LF , ed il solido LU; come anche 
della base FH , e del. solido ED essendosene presi al- 
tri Ugualmente multiplici qaalunque, cioè la base FN, 
ed il solido NU : si e dimostrato che se la base LF è 
Maggiore della base FN9 anche il solido LU è mag- 

5 



jrore dell' allro NU ; se uguale, uguale; e se minore, 
minore : perciò come la base AF all^ base FH cosi sta 
♦J.S.V.il solido AU al solido ED*. 1 

Per la qual cosa se un solido ec. C. B. D. 

PROPOSIZIONE XXVI. 

f 

PROBLEMA. 

V. N. fucila data linea retta j e nel punto dato in essm 

costituire un angolo solido uguale ad un angolo solida 
dato , il qual sia contenuto da tre angoli piani» 

fg. 26. Sia data la linea retta AB, ed in essa il punto A^ 
e sia anche dato V angolo solido in a , il quale sia con* 
tenuto da^ tre angoli piani bac , bad , dac ; fa d^ uopo 
costituire nella data linea retta BA , e nel punto A 
dato in essa un angolo solido uguale al dato in a. 

Si prenda ih uno desiati ad del dato angolo solido 
in a un punto d , dal quale si tiri la perpendicolare 
^11, Xi.de sul piano delP angolo fcflc* , che ira quelli i quali 
comprendono V angolo solido dato è V opposto al lato 
ad: poi per lo punto dell'incontro e sì tiri comunque 
nel piano dell' angolo bac la linea retta bec , che in- 
contri i lati ' ab , ac di un tal angolo ne' punti b j e* 
Ciò posto si costituisca al punto dato A nella linea ret^ 
ta AB r angolo BAC uguale al dato bac , si taglino le 
BA , AC uguali alle ba , ac , Tuna all' altra , e sì con- 
giunga la BC. E perchè i due triangoli BAC , bac han- 
' no i lati BA , AC uguali ai lati ba ^ ac ^ 1' uno all' al- 
tro , e r angolo BAC è uguale all' altro bac ; dovila es- 
sere la base BC uguale alla base bc ^ l'angolo ABC 
» 4. 1. uguale air angolo abc , e T angolo ACB all' altro acb"^, 
' Ciò posto si tagli dalla BC la BE uguale alla be ; ed 
* elevata dal punto E la ED perpendicolare al piano 
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JLBC* ed uguale alla ed ^ si congiunga la AD: dico*ia.XU 
che r angolo solido che si costituisce in A da^ tre an- 
goli piani BAG y BAD , DAC sia uguale all' angolo so- 
lido in a contenuta dagli altri tre angoli bac, had^ dac^ 
Si uniscano le AE , BD \ ae , bd. E poiché i trian- 
goli A6E., abe hanno il lato AB uguale al lato ab , 
il lato BE uguale a 6e , e gli angoli ABE , ohe com- 
presi da questi lati uguali sono anche uguali \ dovranno 
ts&i avere uguali le loro basi AE, a«*. Quindi ne'trian- * 4v.^ 
goli AED , aed rettangoli in E , e , essendo rispetti* 
vamente uguali i lati intorno agli angoli retti in E , e^ 
saranno uguali le loro basi AD , ad, E cosi pure es- 
sendo ì lati BE , ED intorno all' angolo retto del trian- 
golo BED uguali rispettivamente a' lati be , ed intorno 
air angolo retto dell' altro triangolo bed , saranno ugua<* 
li le loro basi BD , bd. Laonde i 'due ti^iangoli BAD ^ 
had avendo i lati BA ,- AD uguali a' lati ba^ ad ^ l'uno 
all' altro , e la base BD uguale alla bd ; avranno anche 
l'angolo BAD uguale all'altro bad** E nel modo stesso * 8. L 
si dimostrerà l'angolo DAC uguale all'altro due. Quin- 
di essendosi a' vertici A , a de' due angoli piani uguali 
BAC , bac adattate in sublime le linee rette AD , ad ^ 
che comprendono angoli uguali co' lati BA , AC \ ba , 
ùc di essi angoli BAC , bac , cioè BAD a bad , e DAC 
a dac \ gli angoli solidi che si sono in tal modo costi- 
tuiti ne' punti A, a saranno uguali^. *A.XI. 

E perciò nella data linea retta , e nel dato punto 
in essa si è costituito un angolo solido uguale ad un 
angolo solido dato , il quale è compreso da tre angoli 
piani* C. B F, 
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PROPOSIZIONE xxvn. 

PEOBLEXA. 

f^, JPf. Da una data linea retta descrivere un parallelepi'^ 

pedo simile e similmente posto ad un altro dato. 

fig' 27. Sia data la linea retta AB , ed il solido parallelepi-- 
pedo CD : fa d^ aopo dalla data linea retta AB descrì- 
vere un solido parallelepipedo simile e similmente po- 
sto al dato CD. 

Si costituisca nella linea retta AB , e nel punto A 
dato in essa , un angolo solido uguale alV altro in C 

*26.Xf. del parallelepipedo CD* , di modo che quell'angolo so- 
lido da costituirsi sia contenuto dagli angoli BAH , HAK 9 
KAB , de' quali sia V angolo KAB uguale a GCE , 
r altro HAK ad FCG , ed HAB ad FCE : di poi si 
faccia come CE a CG , cosi BA ad AK , e come GG 

^xa.VI. aCF, cosi KA ad AH*^ che perciò per T equaliti 
ordinata starà ancora come EC a CF, cosi BA ad AH r 
finalmente si compisca il parallelogrammo BK , ed il 
solido AL ; sarà questo il parallelepipedo cercato. 

E poiché EC sta a CG, coùie BA ad AK; perciò 
i due parallelogrammi EG , BK avendo proporzionali 
i lati intomo agli angoli uguali ECG , BAK , saranno 
simili : e per la stessa ragione è anche il parallelo- 
grammo KH simile all'altro GF , ed il parallelogram- 
mo HB simile ad FÉ. Quindi ti*e parallelogrammi del 
solido AL sono rispettivamente simili a tre altri pa- 
rallelogrammi del solido CD. Ma sono poi questi tre 
piani in ciascun parallelepipedo uguali e simili agli op- 

fa4-XI. posti*; e di più gli angoli piani da" quali comprendon* 
si gli angoli solidi corrispondenti di tali parallelepipe- 
di y sono tra Joro ugu^ e similmente disposti : adun-» 



que essi angoli solidi sono lispéttivamenie ugttali"^ Laon- *A.XI. 
de il solido 'AL «ari siditle all'altro CD"^* *d.imJXX 

£ quindi dia una data linea retta si è descritto un 
parallelepipedo simile e similmente posto ad un dato . 
C. B. F. 

LEMMA. 

Steno proposie due sgrandezte disuguali , e dalla y* 'S* 
maggiore di esse *si levi pia che la sua parte (pialr 
s£tH}glia P 9 ( dinotando Pia metà , la terza , la quar- 
ta parte , «e. ) ; jial residuo si les^i pure pia che ta 
parie P di esso , e questa si faccia sempre ; doura final* 
meftie restare una certa grandezza che sarà minore del- 
la minore delle propoàte* 

Sieno AB , CD le due grandezze disuguali proposte , fig, aS, 
ed AB la maggiore dalla quale si levi più che la sua 
parte qualùnque P, poi dal residuo si levi anclie più 
-che la parte P di esso , e cosi si faccia sempre ; 
dovrà in fine restare una certa grandezza che sarà tfii- 
nore di CD. 

Si prènda di CD quella. parte ch^ é dinotata dalla 
P , e sia questa la CE. E. poiché la CE multiplicata de- 
ve divèfnire una volta maggiore della AB , sia questa 
multiplice la FG , ed esso si divida nelle parti FH » 
HI ec. ciascuna uguale a CE. Ciò fatto si levi daUa 
AB la AN che sia più della sua parte P ; poi dalla 
NB se ile levi la NO che sia maggiore della parte P 
di essa , e cosi in seguito si fiiccia per tante volto 
quante sono le parti ugnali a CE che si contengono 
nella FG, meno quel numero eh' è dinotato da P, 
e si ahhia per ultimo residuo OB : dico che questo sia 
minore della CD. 

Imperocché essendo la FG maggiove della AB| e la 



FH minore ^ella parte P della F6 , la AN maggiore 
della parte P della AB, dovri essere la H6 maggioro 
della NB. Di nuovo poiché la HG è maggiore della NB f 
logliendo dalla HG la HI eh* è meno della parte P , e 
dalla NB la NO, eh' è più della sua parte P , rimarrà la 
IG maggiore della OB. Or lo stesso ragionamento si 
continui finche nella FG vi resti tal residuo che con- 
tenga il numero P di parti uguali ciascuna alla CE , e 
questo residuo sia la IG, al quale dovrà necessariamen-* 
te corrispondere nella AB la OG ; e sarà tuttavia la IG 
maggiore della OB. Ma la IG essendo P di volte la CE ^ 
i perciò uguale alla CD« Adunque la OB sarà minore 
della CD. C. B. D. 

'^ PROPOSIZIONE xxvm. 

TKOREHA» 

0^. jy. Per le diagonali corrispondenti di due piani opr 

posti di un parallelepipedo vi passa un piano , e fue* 
sto diffide per metà quel solido» 

fy' 99* Sia il parallelìpedo AP , e sieno DE , BG , le dia- 
gonali corrispondenti de' piani opposti CF , AH, quel- 
le cioè che sono tirate tra gli uguali angoli di questi 
parallelogrammi : dico che per esse DE , BG si passa 
un piano , e che questo divide per metà il parallele- 
pipedo AF. 

Poiché la FH è parallela ed eguale si alla BD che alla 

EG, sarà la DB uguale e parallela alla EG ; sono poi esse 

congiunte ne' loro estremi dalle DE , BH*, quindi quc- 

1 33. 1, ste congiungenti saranno ancora uguali e parallele "^ ; 

che perciò la figura DBGE è un parallelogrammo. 

Or si divìdano per metà r lati opposti DF , CE , 
BH , AG de' paraHelograiwu AH , CF ne' punti K ^ 



Il , M , N , e si uniscano le KL , MN , KM , LN. E 
poiché la DK è uguale e parallela alla CL, sarà anche la 
KLi uguale e parallela alla DC ; ma la DC è anche ugua- 
le e parallela alla BA : adunque sarà la KL uguale e 
parallela alla fiA: che perciò essendo , come poc^ anzi , la 
BA uguale e parallela alla MN , mentre la BM è uguale e 
parallela alla AN , sarà la KL uguale e parallela alla MN; 
m perciò per le KL ed MN vi passerà un piano 
parallelo agli opposti AD , GF del parallelepìpedo 
AF. Inoltre poiché la DK è parallela alla LE , ed es* 
se vengono segate dalla DE , sarà V angolo KDE 
uguale air altro DEL"^ ; ma sono^^nche uguali gli an- * 99. f. 
goli al vertice KYD , EYL* , ed è la DK uguale alla ♦ i5. r^ 
LE : quindi sarà la D Y uguale alla YE , e la KY uguale 
«Ila LY. Similmente si dimostrerà , che il punto S ovci 
intersegansi le MN , BG sia il loro punto medio. C 
dividendo per metà gli altri lati opposti DG , FÉ , 
BA , HG de^ medesimi parallelogrammi CF , AH , in, 
X , O , R , P , ed unendo le XO , PR , OR , XP , 
si dimostrerà , che per le XO , PR vi passi un piano 
parallèlo agli opposti AE , BF del parallelepipedo AF , 
e che le XO , PR passano per gli punti medj X , S 
delle DB, BG: che perciò la comune sezione de^ pia- 
ai XR , NK sarà la retta YS la quale vmisce i punti 
aned] delle diagonali DE , BG , ed essa esisterà nel 
piano DBGE che passa per quelle. 

Ciò posto il parallelepipedo AF resta diviso dal piar* 
no NK parallelo appiani opposti AD , GF in due pa- 
rallelepipedi uguali tra loro , del pari che le hasi AM , 
NH*5 e similmente ciascuno di questi parallelepipedi ^aS.XI», 
AK, NF resta diviso dal piano PO parallelo a' ri- 
spettivi loro piani opposti in due parti uguaH , 
del pari che le loro basi. Laonde i parallelepipedi 
AY , SF saranno tra loro uguali , e perciò ciascu« 
no di essi sarà più che la quaxto parte del corrispon- > 
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dente prisma di cui fa parte , cioè il paraHèlepipcdo 
AY del prisma BAGDCE , e i parallelepipedo SF del 
prisma DFEBIIG. E se in ciascuno de^ parallelepi- 
pedi. NO , PK si faccia la stessa costruzione , che 
si è fatta nel parallelepipedo AF , si dimostrerà si- 
milmente che ciascun de' prismi in cui ognun di essi 
resta diviso per mezzo del piano DBGE comprenda 
in ae un parallelepipedo chen'è maggiore della quarta 
parte, e che questi sieno anche tra loro uguali. £ lo 
stesso si potrà continuare a dimostrare per gH altri 
parallelepipedi che risulteranno da questa seconda di- 
visione che si è fatta de' parallelepipedi PK. , HO , e 
che saranno anche disposti conte questi in modo , che i 
loro piani opposti esistano intomo a' diametri BG, DE, 
Or se il prisma BAGDCE non sia uguale all'altro 
DFEBHG, sia maggiore l'uh di essi BAGDCE, e l'eccesso 
di questo sull'altro CFEBHG sia dinotato dal solido Z. 
Si ^divida il parallelepipedo AF come poc' auzi si è 
detto ; poi ciascun de' parallelepipedi PK , NO si di- 
vida similmente , e cosi sempre, si verrà in tal modo 
facendo a togliere dal prisma BAGDCE , e poi da' re- 
sidui che da volta in volta si hanno sempre più che 
la quarta parte , cfhe perciò si dovrà finalmente lascia* 
re una tal differenza tra la somma di que' parallelepi- 
pedi che si tolgono , e il prisma BAGDCE che sarà 
*2.prec. minore di Zi* i laonde questa somma di parallelepipedi 
inscritti nel prisma BAGDCE dovrà esser maggiore 
dell'altro prisma DFEBHG che si è supposto minore del 
prisma BAGDCE per la quantità Z. Ma tutti que' 
parallepipedi inscritti nel prisma BAGDCE sono u- 
guali agli altrettanti corrispondenti , che per mezzo 
della medesin^a continua divisione del parallelepipedo 
AF si vengono a formare nell'altro prisma DFEBHG. 
Adunque questi saranno insieme presi maggiori' del 
suddetto prisma di cui fan parte. Lo che è impossihi- 



le* E perciò n prisma BAGDCE non potrà esser di* 
suguale all' altro BHGDFE i e quindi gli sarà uguale* 
C. B. D, 

Scoi. Si tiri nel nel parallelepipedo AF la diagona- 
le sua tìG} esisterà questa retta nel piano del parai-' 
lelogrammo DBGE , e quindi s' intersegherà iìx un pun- 
to T colla YS , che si e veduto essere la comune se- 
zione de' piani PO , KN : ed i triangoli DT Y , STG . J 
avendo , per le parallele DE , BG , T angolo TDY 
uguale air angolo TGS j e V angolo TYD uguale al^ , 

r altro TSG , e di più il lato DY uguale al lato SG , 
dovranno avere V altro lato TY uguale a TS » e TD 
Uguale a TG. Gbe perciò: 

Se in un parallelepipedo si dividano per metà i hUi 
di due piani opposti , e per le sezioni corrispondenti si 
facciano passare* i piani \ la comune sezione di questi 
piani ^ e la diaconale del parallelepipedo si divideranno 
scambievolmente per metà» 

La qual verità è la prop. XXXQL. del presente li- 
bro presso Euclide 

PROPOSIZIONE XXII- 

TEOREMA. 

J 

1 solidi parallelepipedi che hauno la medesima ba-^ jr, jf^ 
se e V altezza stessa , ed i cui Ioli insistenti alla base 
vanno a costituirsi nelle stesse linee rette , sono uguali 
tra loro. 

Sieno nella stessa base AB i solidi parallelepipedi j^^. 3o. 
ugualmente alti AH , AJK. , i cui lati AF , AG > LNL , 
LN i CD 9 CE , BH , BK , che insistono alla base co- 
mune , vanno a costituirsi nelle stesse linee rette FN ^ 
DK : dico che il solido AjS sia uguale all' altrq AKr 

6 
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Impéròcclié essendo un parallelogramino si CH^ cltlf 
CK, sari la CB uguale alcuna, e T altra di esse TfB,^ 
EK; onde ance»* la DH è uguale all'EK: quindi do- 
Tra esser pure DE uguale ad HK; e perciò il triàn- 
golo CDE è uguale al triangolo BHK. Per la stessa 
ragione il triangolo AFG è uguale al triangolo LMN ; 
i poi il parallelogrammo D6 uguale al parallelogràm-» 
* 36. 1. mo HN"^; ed é inoltre il parallelogrammo CF uguale al 
parallelogrammo BAf , perché sono opposti ; é simil- 
mente il parallelogrammo CG e uguale air altro BN : 
^dunque il prisma contenuto daMue triangoli AFG, 
Ode, e daUre parallelogrammi AD, DG, GC è ugna* 
le al prisma , che si contiene da^ due triangoli LMN , 
BHK, e da' tre parallelogrammi BM, MK, KL. Laonde 
togliendo dal solido ALBCDFNK il prisma LMNBHK, 
e poi dallo stesso solido togliendo un^ altra volta V al- 
tro prisma AFGCDE , sarà il solido che si ottiene jper 
primo residuo, cioè il parallelepipedo AH, uguale al- 
l' altro solido che si ha per secondo residuo, cioè al 
parallelepipedo AK. 

Laonde i solidi parallelepipedi ec. C. B« D« 

PROPOSIZIONE XXX. 

TEOREMA. 

K If. I solidi parallelepipeM che Kanhó là hase stessa i 

la medesima altezza ^ ed i cut tati ihshìenti alla base 
non vanno a co$tiluirn nelle stesse linee rette.\ iohè 
uguali tra loro* 

Jl^. Si. Sieno nella stessa base AB i solidi pài>alièlèpi^é^ 
Ugualmente alti BF , AK , ed i loro lati AF , Ati ^ LM ^ 
LN ; CD , CE , BH, BK, che insistono alla base co^ 
mune AB ^ non si vadano a co^tltùiìre nelle ìleésé ìi- 



pft reffte : dico cbe il ^olidp AH sia 4iguale alP al- ' ^' 
fro AK. 

.3i prcdungliiuo le FD , MH , e le NG , KE finché 
i:Qii^jet]i^aQO ne' punti O , P , Q , R , e si uniscano 1^ 
AO, LP, BQ, CR. Ed essendo il piatto ALNO pa- 
llialo all^ altro CBKE , dovrà anche il piano ALPQ , 
.ph^è nel prolungamento del primo, esser parallelo al pia- 
no CSQR > ch^ è nel prolungamento del secondo. E 
similmente il piapo LPQB , eh' è nel prolungamento ^i 
LMHB, sarà parallelo al piano AORG , ch^ è il proluu» 
gamento ,dell* altro AFDC. È poi il piano PQRO pa- 
rallelo al pianò ALBG. Adunque il solido ALBCOPQR 
è terminato da sei piani , de' quali gli opposti sono pa- 
ralleli ] perciò sarà un parallelepipedo. Or il paralle-^ 
Jep^pedo AH è uguale al paraJlelepido AQ ; poiché con- 
sistono sopra la stessa base ^ sono ugualmente alti , ^ 
le linee rette AF , AO, CD , CR 5 LM/LP» BH, 
BQ. insistenti alla hase vanno a costituirsi nelle stesse 
lin<^ .rette FR , MQ* : ed è poi lo stesso solido AQ*s9»^i; 
.u^yale all^ altro ^ AK ; perchè anche questi hanno la 
jaede^ima base ALBC^ sono ugualmente alti ) e le li- 
nee j^tie AO, AG, LP, LN; CR , CE, BQ, BK , 
fhe ÌAsi^tono alla, base , vanno a costituirsi nelle liue^e 
xetle OIS 9 RK.. Adunque il parallelepìpedo AH ^aZfà 
uguale »IV altro AK. 

LaQinde i solidi parallelepi]||^di ec. C B* P. 

Cor, Quindi se nel paoUiA^ipedo AH i lati FA , /r, |f|^ 
DiC , HB , . ML insistenti alla base AB sieno a questa 
inclix^ti : da'* punti A , C , B , L si elevino ad essa ]e 
^perpendicolari AO , CR , BQ , LP , le quali incontri- 
lao il piano FH opposto alla base AB ne^ punti O , R > 
Q, .P, e si uniscano le OR , RQ , QP, PO. E poi- 
ché ,le AQ , liP sono perpendicolari allo stesso piano 
ACBL , .^on^ ^nche parallele'^: tua è pure la AC par^Ue- • 6. 3(^ 
^la#Ua l^j qijMi il piaao C;A0R, che :i^f^ J^ex it 
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AC , AO sarà parallelo air altro piano BLPQ , elle 

*i5.XI. passa per le LB , LP\ Similmente si dimostra essere 

il piano CQ parallelo ali* altro AP ; ed i piani AB , 

OQ sono già paralleli. Adunque il solido AQ è uu 

• 2#.XI. P&i^allclcpipedo , ed è uguale air altro AH^. Laonde 

Ogni parallelepipedo i cui lati insisier^fi alla base 

sieno a questa obbllquiy è uguale a quel parallelepipedo 

egualmente alto , che ha la stessa base , ed i lati insi* 

stenti alla base perpendicolari ad essa. ' 

PROPOSIZIONE XXXI. 

VX O RE MA. 

^. yi ^ solidi parallelepipedi che hanno basi uguali e Ifi 

wedesima altezza , sono uguali tra loro. 

M* ^3* Sieno i solidi parallelepipedi LK , LP posti nelle 
uguali basi AB , LCOD , ed abbiano la medesima al* 
' tezza : dico cbe il solido LK sia uguale all^ altro LP. 
In primo luogo si supponga che i lati di questi tali 
solidi) cbe insistono alle basi AB , LO, «ieno perpendi- 
colari ad esse ; e si dispongano i solidi in tal modo , 
cbe le basi si trovino in un medesimo piano , ed i la- 
ti CL 9 LA di queste stieno per diritto -, doTri la linea 
retta LM , cbe insiste ad esse basi nel punto L esser 
»Ji3.XI. comune a' due solidi LK. , LP*. Sieno inoltre le AG , 
*HK , BE -, DF , OP , CN que' rimanenti Iati de* due 
parallelepipedi clic insistono alle basi 5 e se mai 1* an- 
' golo ALB non è uguale air altro DLC , si prolunghino 
le BL , OD finché s' incontrino in I , e per C sì tiri 
la QGR parallela alla BLI , che incontri in R la BH 
prolungata. Finalmente sì compiscano i solidi LS-, LT^ 
'^ Ciò posto il solido LT , il quale ha per> base il paral- 

lelogrammo LN , e per piano^ opposto a quostit Taltrt 



ptrallelogrammo IT , è uguale al solido LP , la cui 
ibase é lo stesso parallelogrammo LN , e DP è il pia- 
no oppósto y poiché essi hanno anche la medesima al- 
tczxa, ed i loro lati M V , MF , NT, NP 5 LI, LD, 
€Q 9 CO insistenti alla comune hase cadono nelle stes*- 
se Knee rette PV , OI*. Or il parallelogrammo CD è*«9Jtt» 
Uguale al parallelogrammo CI , perchè sono posti sopra 
la stessa hase LC , e tra le medesime parallele LC , 
01^^ ed il parallelogrammo DC si è supposto uguale* 55» I» 
all^ altro AB ; quindi sarà il parallelogrammo IC ugua- 
le ad esso AB : perciò questi due parallelogrammi IC, 
AB serberanno uguali ragioni al terzo parallelogrammo 
liR y e sarà IC ad LR , come AB ad LR. Ma IC sta 
ad LR , come il parallelepipedo IN all^ altro LS \ poi- 
ché r intero parallelepipedo IS si é divìso col piano 
MLCN parallelo a' piani opposti IT , BS\ E simil- * 9S.XU 
mente , essendosi il parallelepipedo AS diviso col pia- 
no LBEM parallelo a^ piani opposti AK , CS , sta il 
parallelepipedo LK all' aitilo LS , come la hase. AB al- 
r altra LR. Quindi sta il parallelepipedo IN al paral- 
lelepipedo LS , cpme V altro LK allo stesso LS : laon- 
de i due parallelepipedi IN ed LK sono uguali*. Ma il* 9- T.^ 
parallelepipedo IN si è dimostrato uguale air altro LP; 
perciò sarà anche questo parallelepipedo LP uguale al- 
l' altro LK. 

Che se i lati insistenti alle hasi de' due parallelepi- 
pedi proposti si suppongano ad esse obblicjui : siccome 
ciascun di questi parallelepipedi pareggia queir altr# , 
eh' é ugualmente alto , posto suUa stessa hase , ed ha i 
Iati insistenti a questa perpendicolari acl essa^ 3 e che*«.3oX]^ n^ 
tali solidi si sono poc^ anzi dimostrati uguali ; perciò 
i^che i proposti saranno tra loro uguali. 

Adunque i j^ari^elepip^di ec. C. B. P« 
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Laonde come il solido AB al solida E3L , cori starla 
^esto stesso EX al terzo LP , ed il terzo LP al quar- 
to OK. Or se quattro grandezze sona in continua pnH 
porzione , la prima si dice avere alla quarta triplicata 

*dl.ii,y. ragione di quella, che ha alla seconda^ 9 adunque il so- 
lido AB serberà al solido KO , o al suo uguale CD 
triplicata ragione di quella dello stesso AB ad EX. 
Ma la ragione del solido AB 9jt altro EX , poc^ anzi 
si é dimostrato pareggiar quella di AE ad EK, o sia 
CF ; quindi il solido AB starà al? altro CD in tripli- 

' cata ragione del lato AE del primo ali* omologo CF 

dell'altro. C. B: D. 

Cor. Da ciò è chiaro , che : Se quaifro linee rette 
eieno continuamente proporzionali , la prima di esse sta^ 
rà alla quarta^ come il parallelepipedo che ha per lato 
la prima aW altro simile e similmente posto che ha per 
lato omologo la seconda, Inq)erocchè la prima di esse 
sta alla .quarta in triplicata ragione della, prima alla 
secoioda.' 

PROPOSIZIONE a 

TEOREMA. 

^. JV* I parallelepipedi contenuti da parallelogrammi e^ 

quiangolì tra loro , V uno alV altro , cioè quelli i cui 
•angoli solidi sono tra loro uguali ^ sono in ragion com- 
posta dalle ragioni de* lati intorno a questi angoli. 

Jg. 35. Sìeno i paraUelepipedi AB, CD , de' quali AB è con- 
tenuto da' parallelogranmii AE , AF , AG , che sono 
equiangoli , V uno all' altro , a' parallelogrammi KL , LH 
KH, daV quali è contenuto T altro parallelepipedo CD; 
dico che la ragione che ha il selido A3 al solido CD 
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(ka composta^ dalle ragiona di AIl^ a DL , di AN a DK^ 
e di AO a DH. 

Sì prolunghino le MA , NA , OA in P , Q , R » la 
JDodo tale cbe AP sia Hgnak a DL ^ AQ a DK. > ed 
AR a DH ; e poi si compisca il pai|^llelepipedo AX 
contenuto da' parallelogrammi AS , AT , AV uguali e 
jsimili , V uno air altro , agli altri parallelogrammi 
KXi , BL , RH \ che perciò un tal solido AX è ugua- 
le e simile air altro CD'^. Si compisca anche il parai* *B'Xh 
lelepipedo AY la cui hàse è il parallelogrammo AS , 
ed AO è. una delle linee rette insistenti alla hase : in» 
div si esponga una qualunque linea retta a , e si fiiccia 
come AM ad AP , cosi a ad un' altra linea retta b , 
come NA ad AQ , cosi b a. e , e come OA ad AR ^ 
casi e a J. E poiché il parallelogrammo AE é equian- 
golo all' altro AS , sari AE ad AS in ragion compo- 
sta di MA ad AP , e di NA ad AQ*^ o sia delle lo-*^3.VI, 
ro uguali diaa&,edi^ac, cioè come^ a a o'^. *d.ji,Vi^ 
Ma i parallelepipedi AB , AY essendo costituiti tra 
gli stessi piani paralleli BOY j EAS , e perciò avendo 
la stqss^ altezza , sono 1' uno air altro ^ come la base 
AE alla base AS , cioè come a a e : ed il parallelepi- 
pedo AY sta air altro AX y come la base OQ alla ba- 
se QR.* , cioè come OA ad AR , o sia come e a rf. * a$.Xt« 
Per la qual cosa essendo il aolido AB al solido AY , 
come la retta a all' altra e « «d il solido AY al solido 
AX , come e a d , sarà , per equalità i il solido AB ài 
solido AX o sia CD , come a a <2. Ma la ragione di 
a a d è composta dalle ragioni diaa^, diiac, e 
. di e a d^ 9 le quali sono le ste^ise ,. ciascuna a eia» *<2.A.T., 
scuna j con le ragioni di MA ad AP , di NA ad 
AQ » e di OA ad AR ; ed i lati AP , AQ , AR 
sono uguali a' lati DL , EfK. , . Ufi , f lino air altro. 
Adunque il solido AB sta al «plido CD. ipL ^ ragiom 
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compósta clalle l^agìoni de* Iati intorno agli angoli ugua- 
li , cioè di AM a DL , di AN a DK , e di AO a DH.' 
• E perciò i parallelepipedi ec. C- B. D. 



* '«* 



PROPOSIZIONE XXXIV. 



TEOREMA. 



-Jt^ Jf/ Le basi de* solidi parallelepipedi uguali sono reci' 

procamènfe proporzionali alle altezze : e sono Uguali 
que'* solidi parallelepipedi^ che hanno le basi reciprocar 
mente proporzionali alle altezze. 

fig. 36. Sieno i sòlidi parallelepipedi uguali AB , CD : di- 
co , che le loro basi sieno reciprocamente proporzionag- 
li alle altezze , cioè che stia la base AL alla base CO , 
come r altezza del solido CD a qtidla dell' altro AB. 
Primieramente i loro lati AG , EF , LB , HK ; CM, 
NX , OD , PR che insistono alle b^si AL , CO , sie- 
no perpendicolari a queste ; saranno , com' è chiaro 
le AG, CM le respettive altezze de' parallelepipedi 
proposti : e se si supponga che cpjeste sieno uguali 
in tal caso dovendo stare l'un parallelepipedo AB al- 

•Ìij,XI.r altro CD, come la base AL alla b^se CO* , saranne 

* J. V. uguali queste basi , del pari che i solidi AB , CO*- e 

quindi si potrà conchiudere AL a CO , come CM ad 
AG. Che se poi le altezze AG , CM non ^ono uguali; 
sia CM la maggiore di esse , dalla quale si tagli la CT 
uguale alla AG , e si compisca il solido CQ : serberà 
a questo ugual ragione ciascuno de' dati, perchè ugua- 

* 7. V. li* ; e quindi starà AB a CQ, come CD a CQ. Ma il 

solido AB sta all' altro* CQ , come la base AL alla ba- 

* 3a.Xl se CO; poiché essi sono ugualmente alti* ; ed è poi il 

solido CD allo slesso CQ , come la base MP alla base 

* %s.ia. PT* , cioè come CM a CT o ad AG j edunque sta^à 
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Ali a CO , cóme CM ad AG. E perciò le basi de'pa- 
rallelepipedi AB , CD sono reciprocamente proporzio- 
nali alle altezze. 

Sieno ora le basi de^ proposti parallelepipedi AB , 
CD reciprocamente proporzionali alle altezze , cioè stia 
la base AL alla base CO > come 1* altezza CM del so- 
lido CD all^ altezza AG del solido AB : dico che il so- 
lido AB sia Uguale all^ altro CD. 

Poiché essendo AL a CO , come CM ad^ AG , è 
chiaix) che se le altezze AG , CM sieno uguali ^ deb- 
bano anche pareggiarsi le basi AL , CO* , ed esser * -^- V- 
quindi uguali i parallelepipedi proposti"^. Che se poi*^iXI» 
si supponga essere CM maggiore di AG, si tagli dal* 
la CM la'CT uguale alla AG, e si compisca il solida 
CQ. E poiché sta il solido AB all' altro CQ , come la 
base AL alla base CO* 5 ed è poi l' altro solido CD * 3a.XI. 
allo stesso CQ , come la base PM alla bas« PT* , e * a5 JCf^ 
quindi come CM aCT o ad AG : le prime ragieià 
di queste due proporzioni saranno uguali del pari chet 
le seconde ; e sarà perciò AB a CQ , come CD a CQr 
laonde i solidi AB e CD serbando ragioni uguali alio 
stesso solido CQ, saranno uguali^. *9*Tii 

Che se (pie* lati de' paraUelepipedi proposti , che in- 
sistono alle basi non sieno a queste perpendicolari : 
aiccome tali parallelepipedi^ ne pareggiano respettiva* 
mente due altri, che hanno con essi le stesse basi, le 
medesime altezze , ed i lati insistenti alle basi perpen- 
dicolari a qneste*^ ne segue, che siccome si é dimo-*e*3o.XI 
strato per questi secondi , che essendo \essi uguali , le 
loro basi sieno reciprocamente proporzionali- alle altez- • 
ze ; e che al contrario se le basi sieno reciprocamente 
proporzionali alle altezze , tali soHdi sieno» uguali ^ 1» 
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itesso deliba anche aver luogo pe' primi ^ cioè per qiitl- 
li i cui Iati insistenti alle hasi sieno ad es9e obbliqui » 
£ perciò 1 parallelepipedi ec. G« B. D. 

N. B. » Ciò che si dimostra da Euclide nella Proposizioiia 
4 XXXV. e msì suo Coivano , si é da noi già recato nel Corolla- 
h li'o della Proposizione A di fuetto stewo Libro ( ^«^f • fo NoU 7* 

PROPOSIZIONE XXXVL 

t B O R E M A . 

r' 2V- Se tre linee rette sieno proporzionali , il solido pa^ 

rallelepipedo fatto da esse^ sarà uguale a quello equian^ 
golo che si fa dalla media j e eh* è equilatero. 

fS' 37. Sieno A» B , C tre linee rette proporzionali , cioè 
stia A a B ) come B a C : dica che il soHdo paralle- 
lepipedo che ai fa da esse A , B , C sia ugual» al 
solido parallelepipedo equiangolo aU' altro che si fii 
da B , é eh' è equilatero 
*^.3^I. Si esponga T angolo solido in E*, contenuto da' tre 
angoli piani FED , FEG , GED , e prese ne' snoi lati 
le EF , EG , ed ED uguali , V una all' altra, alle ti-e li- 
nee rette date A , B , C 9 ^i compia in paraMelepip»* 
do EK ; e poi ad una linea retta LN uguale alla B ^ 
in un suo estremo L , si costituisca un angolo solido 
•a6. XI. uguale all'altro eh' è in E^ , e prese negli altri due 
lati di questo angolo le parti LX, LM uguali aUa LN, 
si compisca 1' altro parallelepipedo LH. 
*E poiché A sta a B 9 come B a C , ed A è uguale 
! ad EF, B a ciascuna delle LM , LN , e C ad ED; 

^ starà pure FÉ ad ML , come LN ad ED : perciò i 

parallelogrammi FD , MN che hanno , per costruzione, 
Vjguali gli angoli in E , ed ijji L , avendo reciproca- 
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iiente ^(^pdrzianaH i lafi iiftotob a ìq[uésti angoli ^ sa- 
tanno ugnaR*. Or èsseildosi adattate a' vertici L ed E de* *^,yn^ 
àue ìingoB piani uguali Bl£N, FED le due linee i^tte 
«ulJiinijL ed tignali LX ed EG , le quali comprendono 
eon le LM , LN *, FÉ , ED angoli ttgiiali , V uno al- 
l' altro , e similmente posti j }e ^erpendkolari clie 
Àbl" punti X e O $i aLba$sano su ì piani MN ed FD 
jdeLbono essere uguali^. Àduhque i parallelepipedi LH ^<^'^«ZL 
ed EK costituiti dalle tre linee rette A , B , C nel 
modo già 4etto , avendo uguali le loro basi MN ed 
FD , ed uguaK sàiàìe le loro à3tetzè , saranno uguali^. *^i.XI/ 
E perciò se tr^ liiiee tette déno proporzionali ec, 

PROPOSIZIONE XXXVH. 

1 B o a 2 H X . 

Se quaHro linee Tette sien9 proporzionali , i solidi ^- ^• 
parallelepipedi simili^ è ùmilttònte positi che da esse de- 
scHvonsi saranno ahcctra proporzionali. E sé i solidi pa-- 
rallelepipedi simili y e similmente posti éhe descrivo nsi dà 
épsattro linee rette sieno proporzionali i anch'esse linee r^t^ 
tt saranno proporzionali. 

Siénò AB , CD , EF , GH quattro linee rette prò- fig- 38. 
porzionalì , cioè stia AB a CD , coinè EF a GH , e si' 
descrivano dalle due Afi , CD i sòlidi parallelepipedi 
simili e similmente posti AK , CL ; e dalle altre due 
£F, .GH gli altri solidi parallelepipedi anche simili e 
similmente posti EM , GN : dico che stia il parallele- 
pipedo AK air altro CL , come il parallelepipedo EM 
air altro GN. 

Si ^cciano continuamente proporzionali le AB , CD^ 
e P 5 come pure le EF , GH , Q ed ». E poiché 
AB sta a CD , coinè £F a OH ; sarà anxOie CD ad 0, 



come GH a Q ; ed O a P , come Q ad R : quindi le 
^attro grandezze AB , CD , O e P saranno in ordi* 
nata ragione con le altre quattra EF , GH , Q ed 

« as. ▼ . B ; e perciò starà AB a P , come EF ad R^. Ma 

* 33.XI. {ome AB a P , cosi sta il solido AK all' altro CL* ; e 
come EF ad R, cosi é pure il solido EM al solido 
GN. Adunque come il solido AK al solida CL y cosi 
sta il solido EM al solido GN. 

Sia adesso il solido AK al solido CL» come il soli-» 
do EM al solido GN : dico che stia anche la linea ret-^ 
ta AB all' altra CD , come la EF alla GH. 

Imperocché si faccia come la AB alla CD, cosi la EF al- 
la ST , e poi si descriva dalla ST un solido parallelepi- 
pedo SY simile e similmente posto ad EM , o pure a 

*a7XI.GN*. E poiché come AB a CD , cosi sta EF ad ST» 
e si sono descritti dalle AB , CD i p^allelepipedi AK» 
CL simili e similmente posti ; come pure dalle EF »^ 
ST gli altri EM , SY anche simili e similmente posti ; 
sarà quindi AK a CL 9 come EM ad SY. Ma si è sup« 
posto essere AK a CL, come EMaGN; laonde starà 
il solido EM al solido GN , come lo stesso EM 
alP altro SY ^ e perciò il solido GN é uguale al 

* 9* ▼• solido SY^ : gli é anche simile e similmente pa- 
sto ; adunque i piani da' quali essi sono contenu- 
ti sono uguali e simili ] e saranno uguali i loro lati 
omologhi GH , ST. Per lo che essendo AB a CD » 
come EF ad ST , ed ST uguale a GH ^ sarà AB a 
CD , come EF a GH. 

Adunque se quatto linee rette ec. C. B. D« 
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PROPOSIZIONE xxxvni. 

TEOREMA. 

Se un piano sia perpendicolare ad un altro piano^ ^' Nn 
e da qualunque punto preso in uno di essi si tiri la 
perpendicolare alT altro ^ questa coderà nella loro oo^ 
mune sezione. 

Sia il piano CD peipendicolare all' altro AB , ed/f* ^J^ 
AD sia la loro comune sezione ; e da un qualuoque 
punto E preso nel piano CD si tiri al piano AB la 
perpendicolare: dico che. questa debha cadere nella AD; 
S' è possibile cada fuori della AD , come la EF ^ 
ed incontri in F il piano AB : dal punto F eh' è nel 
piano AB si ehhasSi sulla AD la perpendicolare FG- , 
la quale sarà anche perpendicolare al piano CD^ , e^d.l^.XU 
si unisca la EG. E poiché la FG è perpendicolare al 
piano CD , ed è toccata nel punto G dfilla EG , che 
si troya in questo piai^. \ perciò T angolo FGE aar4 
retto*. Ma la EF è perpendicolare al piano AB , e'*<^«5'^' 
quindi è anche retto T angolo EFG. Laonde nel tri- 
golo EFG yi sarebbero due angoli retti \ il che è as-^ 
surdo*. Adunque la perpendicolare abbassata dal punto* i^- 1* 
E sul piano AB non caderà al di fuori 'della AD \ nm 
bensì in questa retta. 

E perciò se un piano ec. C. B.r D. 

K. B. La Prop. XXXTX. ritrovasi già da aai dedotta per Corale 
iarlo dalla Prop. a8. ( Fess* /« NoU ) 
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PROPOSIZIONE XL. 

TB oaxx A. 

Se sleno due prismi triangolari Uguabnenie aU 

if , uno de* quali abbia per ba$e un parallelogrammo , e 

V altro un triangolo , e quel parallelogrammo sia dop^ 

pio di questo triangolo ^ essi prismi saramno mguali fra 

. loro* 

fy' 4^' SieQo ABECDF , GHKLMN due piismi triango^ 
lari ugualmente alti , il primo de' quali è contenuto 
db' due triangoli ABE , CDE , e da' tre parallelogram* 
mi AD , DE 9 £C , e V altro contiensi da^due triango* 
Ù GHK , LMJV , e d^ tre parallelogrammi LH , HN , 
JìG ) e di più per lo primo di essi si prenda per ba- 
ie il parallelpgrammo AF , e per V altro il triangolo 
GHK, e quel parallelogrammo sia doppio di questo 
triangolò : dico che il prisma ABECDF sia uguale al 
prisma GHKLMN. # 

Si compiscano i solidi E^D , GO. E poiché il parai* 
lelogrammo AF è doppio del triangolo GHK , del 
quale è anche doppio il parallelogrammo HK ; sarà il 
parallelogrammo AF uguale al parallelogrammo HK. 
JiAOnde i due parallelepipedi ED , GO avendo uguali 
le basi AF , HK , e la medesima altezza, saranno u- 

*3i.XI. guali^; e perciò dovranno anche essete uguali i prismi 
proposti ABECDF , GHKLMN , i quali sono respet- 

*28.XI.4ivamente le meti di que' parellelepipedi^. 
Quindi se sieno due prismi ec. C. B. D. 
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PROPOSIZIONE I. 



T£ OREM A. 



/poligoni simili inscritti né* cerchi ^ sono fra loro y, Jf^ 
come i quadrati de* diametrL 

Sieno i cercLI ABCDE , FGHKL , ed in essi sie&o^|.. ^t^ 
inscritti i poligoni simili ABCDE , FGHKL : dico che 
stia II quadrato del diametro BM a quello del diame-^ 
tre GN, come il poligono ABCDE all'altro FGHKL. 

Si congiungano le BE , AM \ Gl\ , FN. E poiché 
il poligono ABCDE è simile al poligono FGHKL , e 
che i poligoni simili si dividono in triangoli .^imili'^ , s%- * ao. VU 
rà perciò il triangolo BAE simile^ e -quindi equiangolo ' 
al triangolo GFI^; laonde T angolo BEA e ugu^ile a}- 
r altro GLF. Ma 1' angolo AEB è uguale all'altro AA1$, 
perchè poggiano sulla stessa circonferenza*; e rangp|o«ai.ftL 
FLG, per la stessa ragione, è uguale all^angolo F9fG. 
Actonque saranno anche tra loro uguali questi due 
altri angoli BMA , GNF : è poi T angolo retto BAH 
uguale al retto GFN ; quindi i rìmanenti angoli de^tria]^- 
geli ABM, FGM saranno uguali , e perciò fsst trian- 

% 
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« <* 4. VI. goli faranno simili'^ ; e starà BÀ a GF , come BM a GN ; 
ed il quadrato di BÀ a quello di GF , come il quadrato di 
)»^a.VI. BM allaltro di GN"". Ma il quadrato di &À sta all' altro 
di GF , come il poligono ABCDE ali* altro FGHKL ì 
perchè si quei quadrati , clie questi poligoni sono tr% 
«la. v.^^'^ ^^ duplicata ragione di BA a GF^. Adunque sta^ 
rà pure quel poligono a questo , come il quadrato (U 
BM ^ quello di GN. 

£1 perciò i poligoni simili ec* G. B. D, 

PROPOSIZIONE II. 

TEOREMA. 

y. If* / Cérchi sono fra loro come i quadrali de^ diametri* 

M' 43. Sieno i cerchi ABCD , EFGH , e BE , FH , i loro 
diametri : dico che il quadrato di BD stia al quadrato 
di FH , come il cerchio ABCD al cerchio EFGH. 

Imperocché , se non è cosi , sarà come il quadrato 
di BD a quello di FH , coi^ il cerchio ABCD ad uno 
spazio minore del cerchio EFGH , o pur maggio- 
Te. Sia priòiierameiite ad uno minore , che sia S. Nel 
cerchio EfGH descrivasi il quadrato EFGH: e poiché 
il quadrato , cV è descritto nel cerchio , é maggiore 

^ della metà del cerchio EFGH , perchè , se tiriamo 

per i punti E , F , G , H linee rette , che tocchino 
il cerchio , sarà il quadrato EFGH la metà del qua- 
drato descritto dintorno al cerchio \ ma il cerchio è 

•S minore del quadrato descritto dintorno ad esso ; adun- 

que il quadrato EFGH è maggiore della noeta del 
cerchio EFGH. Seghinsi per. mozzo le circonferense 
EF, FG, GH, HE ne' punti K, L, M, N, e giun- 
gami le EK , KF , FL , LG , GM , MH , HN , NE : 
adunque ciascuna 4e' tristngoli EKJF > FLG ^ GMH , 



BNE è madore che la metà della porzione del ceiy 
duo nella quale egli consiste ; perchè se tiriamo per 
i punti K , L , M , N linee rette , che tocchiuo il 
cerchio, e finiamo i parallelogrammi , che sono nelle 
linee rette EF , F6 , GH , HE , sarà ciascuno de' tri- 
angoli EKF , FL6, GMN , HNE la metà del paral- 
lelogrammo nel . quale è descritto* : ma la porzione è * ^^* ^* 
minore del parallelogrammo ; adunque ciascuno de* 
triangoli EKF , FLG , GMH, HNE è maggiore che 
la metà della poraione del cerchio nella quale con- 
siste* laonde segando V altre circonferenze per mez- 
zo, e giungendo le linee rette, e facendo questo sem*- 
pre ; lasceremo alla fine alcune porzioni del cerchio , 
che saranno minori dell* eccesso nel quale il cerchiò 
EFGH avanza Io spazio S. Siano dunque lasciate le 
porzioni del cerchio EFGH nelle linee rette EK, KF, 
FL , LG , GM , MH , HN, NE, che siano minori dell' 
eccesso , nel quale il cerchio EFGH avanza lo spazio ' 
jS\ adunque il rimanente poligono EKFLGMHN sarà 
maggiore dello spazio S. Descrivasi anco^ nel cer- 
chio À6CD il poligono AXBOCPDR simile al poligo- 
no EKFLGMHN; adunque come il quadrato di BD 
al quadrato di FH , cosi è il poligono AXBOCPDR 
al poligono EKFLGMHN* : ma come il quadrato di *,i.3at( 
SD al quadrato di FH , cosi è il cerchio ABCD allo 
spazio S \ adunque eziandio come il ' cerchio ABCD 
allo spazio S ; cosi é il polìgono AXBOCPDR al pò- 
. ligono EKFLGMHN. Ma il cerchio ABCD è maggio- 
re del poligono AXBOCPDR che è in esso ; onde an- 
cora lo spazio S è imaggiore del poligono EKFLGMHN"^ : • 14. T., 
ma' è minore , che è impossihOe. Non è dunque co- ' 

me il quadrato di BD al quadrato di FH , cosi il 
cerchio ABCD a qualche spazio minore del cerchio 
EFGH. Similmente dimostreremo non essere come 
il quadrato di FH al quadrato di BD , cosi il cer- . 
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* chio EFGH a qualche spazio minore del cercliio ÀBCD. 
Dico ora né anche essel*e come il quadrato di BD 
al quadrato di FH,, cosi il cerchio ABCD a qu'ahGhe 
spazio maggiore del cerchio EFGH. Perciocché , se 
egli é possibile , sia ad uno spazio 'maggiore T ; sa- 
ri dunque , invertendo , come il quadi*ato di FH 
. . * al quadrato di BD , cosi lo spazio T ai cerchio 

• C V. ABCD* : ma come lo spazio T al cerchio ABCD , 

co^i é il cerchio EFGH a qualche spazio minore del 

• 14. V. cerchio ABCD*; adunque è come il qiiadrato'di FH 

al qiis^drato di BD , cosi il cerchio EFGH a qualche 
spazio minore del cerchio ABCD : lo che ki é dimo- 
strato impossibile. Non é dunque còme 'il quadrato di 
BD al quadrato di FH , cosi il cerchio ABCD ad nno 
spazio maggiore del cerchio EFGH : e si e dimostrata 
non essere anche ad un minore ; onde' come il qua*- 
drado di BD al quadrato di FH , cosi sarà il cerchio 
ABCD al cerchio EFGH, 

Laonde i cerchi fra loro sono come i quadrati de* 
diametri. C. B. D. 

PROPOSIZIONEm. 

« • 

TEOREMA, 

K» TS» Ogni piramide che ha la base triangolare si diffide 

in due piramidi uguali , e simili tra loro , che hanno 

le basi triangolari , e simili alV intera ; ed in due pri" 

Mni uguali^ i quali sono maggiori della metà di tutta 

. la -piramide. . 

fr, p. ^ìa k piramide che ha per base^ il triangolo ABC , 
c: ]^ /' vertice il punto D: dico che una tal piramide 
J'JiCJ} Sì divide in due piramidi uguali e simili tra 
ìav , à'i^ uanno le basi triangolari , e siiùili all' in- 



telPi ; edt in due prismi uguali , i eguali sodo maggiori 
della metà di tutta la piramide. 

Si dividano per metà i Iati AB , BC , CA , AD , 
DB , DC de^ triangoli che terminano la piramide trian-* 
gelare ABCD in E , F , G , H , K , L , e si uniscano 
le EH, EG , GH , HK , KL , LH , EK , KF, FG. E 
poiché AE è uguale ad EB , ed AH ad HD ^ sarà EH 
parallela a DB^. Per la st^sa ragione anche HK é pa-*s. YL 
rallela adAB: adunque la figura HEBK é un paralle- ' 
logrammo ^ e perciò HK è uguale ad EB , e quindi ad 
ÀE \ ed EH è uguale a BK , o sia a KD*. Laonde i due * 34. U 
triangoli EAH , KHD , avendo i lati EA , AH uguali 
n' lati KH , HD , 1* uno alP altro , e la hase EH ugua« 
le alla base KD , saranno uguali e simili : e per là 
stessa ragione il triangolo AHG è pure uguale e simile 
al triangolo HDL. Or perchè le due linee rette EH, 
HG che si toccano sono respettiyamente parallele a 
due linee rette che pur si toccano KD , DL , ma non 
nel medesimo piano 5 perciò T angolo EHG contenuto 
dalle prime è uguale all'altro KDL che si comprende 
dalle altre* : ma sono anche uguali , 1' uno all' altro , * io. XI. 
i lati che comprendono questi angoli 5 quindi i 
triangoli EHG ^ KDL saranno uguali e simili 5 e 
perciò la base EG sarà uguale alla base KL. Inol- 
tre i tre lati EA , AG , GÈ del triangolo EAG , 
essendo uguali , V uno all' altro , à' lati KH , HL , 
LK deir altro triangolp KHL ; dovrà anche il triango- 
lo EAG essere uguale e simile all'altro KHL. Adun- 
que la piramide a base triangolare EAGH è uguale e 
-simile dr altra anche a base triangolare KHLD.'* *B. XL 

Or essendosi dimostrata la KH parallela alla BA, è 
chiaro che il triangolo KDH «ia equiangolo , e perciò si- 
mile all' altro BD A* : e similmente si rileva , che il * ^g, i. 
triangolo DKL sia simile a DBC , ed 11 triangolo DHL 
all'altro DàC. Ma è ]poji il triangolo BAC simile d- 
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r altro EAG^ e questo si è dimostrato simile al trian» 
gelo KGL \ laonde sarà il triangolo BAC anche simile 
•ai. VI- al triangolo KHL* : quindi la piramide BACD è simile 
*il.ii.Xlall^altra HKLD'^. Per lo cbe essendosi dimostrata que«» 
sta piramide HKLD simile all'altra AEGH; dovrà an- 
che la piramide AEGH esser simile alla piramide 
ABCD : laonde ciascuna delle due piramidi AEGH , 
HKLD sarà simile all'intera piramide ABCD. £ poi- 
ché BF è uguale ad FC , sarà il parallelogrammo 

• 4*- ^' EBF6 doppid del triangolo GFC*: quindi il prisma con- 

tenuto da' due triangoli BKF , EHG , e da' tre paral- 
lelogrammi EBFG , EBKH , KHGF , sarà uguale al- 
l' altro che si contiene da' due triangoli GFC , HKL , 
e da' tre parallelogrammi KFCL , LCGH , HKFG j 
poiché se si prende per hase del primo prisma il pa- 
rallelogrammo EBFG , e per hase dell' altro il trian- 
golo GFC , il primo di essi prismi avrà per hase un 
parallelogrammo doppio del triangolo eh' é hase del- 

• 4o*XI. 1' altro , e sono di più ugualmente alti* , perché con-- 

tenuti tra i piani paralleU ABC, HKL. È poi manife- 
sto , che ciascuno di questi due prismi BKFEHG , e 
GFCHKL sia maggiore di ciascuna delle piramidi 
AEGH, HKLD 5 poiché se si unisca la EF si vede , che 
il prisma BKFEHG é maggiore della piramide EBFK; 
ma questa piramide è uguale all'altra AEGH 5 ppiclié 

• B. XI. sono contenute da piani uguali e simili'' ; perciò anche 

il prisma BKFEHG è maggiore della piramide AEGH. 
E r altro prisma GFCHKL , perchè uguale al prisma 
KBFHEG , é anche mas:jriore della piramide HKLD , 
eh' é uguale all' altra AEGH. Adunque i due prismi 
de' quali si é detto sono maggiori di queste due dì- 
ramidi. Laonde V intera pii'amide ABCD a hase tiiaji- 
golare si é divisa in due piramidi uguali e simili tra 
loro, e simili all'intera; ed in due prismi uguali, che 
Bono xoaggiori della metà della piramide intera. C. B D. 
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PROPOSIZIONE IV. 

T X O R B H ▲. 

Se Steno due piramidi ugualmente alte , che abbia' ì^* iV^ 
no le basi triangolari , e V una e V altra di loro si di-- . 
vida in due piramidi uguali e simili a tutta, ed in due 
prismi uguali ^ e delle piramidi ottenute , V una e V al" 
tra si divida nel modo stesso , e ciò si faccia sempre : 
starà la base delV una piramide alla base delV altra , co- 
me tutfi prismi che sono neW una a tutfi prismi che 
sono nelV altra y uguali di numero. 

Sia la piramide triangolare ÀBCD, ed essa si divida /(• 44* 
in due piramidi uguali tra loro e simili a tutta , ed 
in due prismi uguali ; poi si divida ciascuna delle pi- 
ramidi che si ottengono da questa divisione nel mo- 
do stesso , e qo%\ si faccia sempre ^ e la mede- 
sima divisione si pratichi anche neir altra piramide 
MNOX di uguale altezza alla prima : dico che come 
la base ABC alla base MNO , cosi stiano tutf i prismi 
che si contengono nella piramide ABCD a tutti gli al* 
tri , uguali di numero , che si contengono nella pira- 
mide MNOX- 

Si faccia per ciascuna delle piramidi ABCD , MNOX 
la stessa costruzione che nella' precedente Proposizione- 
fi poiché BF è uguale ad FC , ed AG a GC , sari 
FG parallela a BA^ ; e perciò il triangolo BC A è simi- * it. VL 
le al triangolo FCG : e cosi pure si dimostrerà essere 
il triangolo NOM simile all' altro QOfi. Or poiché BC 
é doppia di CF , ed NO si OQ , sarà BC a CF , co- 
me NO ad OQ ; ed essendosi descritti dalla prima e 
«econda di (jueste linee rette i due rettilinei simili ei 
sunilmente posti BCA ed FCG, e daU« due NO ed 



OQ gli altri rettilinei simili e similmente posti NOMT, 

OQR ] dovriì stare il triangolo BCA al triangolo FC&y 

^ aa.TI. come il triangolo NOM al? altro pOB** ; e permutando 

starà II triangolo BCA al triangolo NOM , come il 

• i6. V. triangolo FCG al triangolo QOR*. Or poiché i piani 

• fS.XI. A se , HKL sono paralleli* , come anche gli altri MNO, 

STY 'j le perpendicolari che da^ punti D*, X si abbas- 
sano su i piani ABC , MNO , le quali sono tra loro 
uguali , dovranno restar divise per metà dagli altri pia-» 
ni HKL , STY ; perciocché anche le altre linee rette 
DG , XO son divise per metà da* piani stessi ne** pun« 

•ly.XLti L , Y^. Laonde i due prismi GFCIKL, RQOSTY 
saranno ugualmente alti ; e quindi starà il prisma 
FGCKHL al prisma QROTSY , come k base FCG 

^d«.XI. alla base QOR'^ , cioè come il triangolo BCA ali* altro 
I^OM. E poiché i due prismi coesistono nella pira* 
mide BCAD sono tra loro uguali , come andie tra lo- 
ro uguali sono gli altri due che contengonsi nella pi- 

*3.XII. ramide MNOX'^ ; sarà perciò la somma de* primi due 
prismi a quella de* due. altri , come un di quelli 

• 15. V. FGCKHL ad un di questi QORTYS* , cioè , secondo 

si é dimostrato , come BCA ad NOM. Similmente si dimo- 
stra che , divise le pli*amidi KHLD , TSYX nel modo 
stesso che le proposte , stia la somma de* due prismi 
contenuti nella prima di queste piramidi alla somma de- 
gli altri due che contengonsi nella seconda , come la 
base HKL alla base STY , e quindi come FGC a 
QOR ; o finalmente come BAC ad NMO. Adunque come 
BAC ad NMO , così starà la somma de* due prismi 
compresi nella ^piramide BCAD, e degli altri due comr 
presi nella piramide KHLD alla somma de' quattro al- 
tri prismi due compresi nella piramide MNOX , edile 
altii nella TSYX. E continuando a dimostrare lo stes- 
so per gli prismi che si ottengono dalla divisione del- 
le piramidi £A6H, PMRS> e di tutte le altre de 
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risultano dividendo queste e le precedenti KHLD , 
TSYX continuamente , nel modo indicato nelP enun* 
ciazione ^ si concluderà in 6ne , che la somma di tut* 
t* i prismi contenuti nella piramide BACD stia alla 
somma di tutti quelli che contengonsi neir altra MNOX, 
e che sono in numero uguale a' primi 9 come la base 
dell'una piramide BAG alla hase NMO dell* allxa. 
C. B. D. 

PROPOSIZIONE V. 

T S O R B M ▲ • 

Le piramidi triangolari ^he hanno la medesima al* 
ieziui , sono fra loro' come le basi» 

Sieno le piramidi triangolari ugualmente alte ABGD, fiSM 44i 
AIIN OX ; dico che stia la base ABC alla base MNO , 
come la piramide ABCD alla piramide MNOX. 

Poiché se non e co»i , starà il triangolo ABC al 
trixnigolo MNO , come la piramide BACD ad un soli- 
do minore della piramide MNOX, o pur maggiore. 
^a primieramente ad Un solido minore V; e dividasi 
la piramide MNOX in due piramidi uguali tra loro, 
e simili air intera , ed in due prismi uguali , i quali 
nella somma sono maggiori della metà della piramide'^; * 3. XH^ 
indi si dividalo similmente le piramidi che otteagonsi 
da una tal divisione , e così si continui a fare , finché 
restino alcune piramidi nella piratoide MNOX ^ le 
quali sieno minori deir eccesso della piramide MNOX 
sul solido V*. Dinotino , per esempio , un tal residuo V'-hj 
le piramidi PMRS , TSYX 5 che perciò i prismi che 
in tal modo resteranno assegnati nella piramide MNOX 
dovranno esser maggiori del solido V. Ciò fatto si di-* 
vida similmente la pira^de BACD , ed in tante parti» 
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"in quante si è divìsa la piramide MNOX; sarà come 
ìix pase A|3C alla Lase jV^NQ , co$i la sciama de' prismi 
contenuti n(?lla piramide ]pACD alla somma di quelU 

• 4. XII. altri che contengonsi nella piramide MNOX*. Ma come 

la base ABC alla base MINO, cQsi sta pure la pirami- 
de A]3Cp al solido y . Adunque la piramide ABCD sta- 
rà al solido y , come tutt' i prismi contenuti nella pi- 
ramide ABCD a tutti quelli che contengonsi nella pi- 
ramide MNOX ; e quindi essendo la piramide ABCD 
maggiore de^ pi'ismi in essa contenuti , ' sarebbe anche 
il solido V maggiore di quelli che si contengono nella 

• 14. W piramide MNOX*. Ma ne' è minore ^ il che non può 

essere. Non può dunque stare la base ABC alla base 
MNO , come la piramide ABCD ad un solido minore 
della piramide MNOX. E similmente sì dimostrerà , 
che non possa stare la base MNO alla base ABC , co- 
me la piramide MNOX a4 un solido minore della pi- 
ramide ABCD. 

Dico ora , che ne pure possa la base BAC serbare 
alla base NMO la stessa ragione che la piramide ABCD 
ad un solido Z maggiore della piramide MNOX. Poi- 
c\ìè sì avrebbe in tal caso , invertendo . la base 
IV^NO air altra AliC , come il solido Z alla piramide 

• C V. AB^.D* \ ma come il solido Z alla piramide ABCD , 

così deve stare la piramide MNQX ad un solido mi- 
nore della piramide ABCD ^ poiché quel splido Z è 
» 14. V. maggioi^e di questa piramide MNOX*. Adunque sareb- 
be come la base MNO alla base ABC , cosi la pirami" 
de MNOX ad un solido minore della pii^amide ABCD. 
T^ che ^ come si è poc' anzi dimostrato , è assurdo, 
^^aonde né pur può stare la base ABC alla base MNO, 
come la piramide ABCD ad un solido Z maggiore del* 
1^ pirami(Ìe MNOX. Si è poi dimostrato che non 
poteva quella piramide serbar tal ragione ad un solido 
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ininòre ài quésta. Adunque dovrà stare la base ABC 
alla base MNO , come là piràmide ABCD àff altra 

MNOX. 

£ quindi le piramidi èc. C. B. D. 

PROPOSIZIONE \i: 

T E R S M À . 

Le piramidi che hanno là medesima altezza , é le 
basi poligone , sono fra loro come le basi. 

Siene le piramidi a basi poligone ABCDEM , ed fiS' 45- 
FGHKLN , le quali* abbiano la stess' altezza : dico che 
come la base ABCDE alla base FGHKL , cosi stia la 
piramide ABCDEM all'altra FGHKLN. 

Dividasi la base ABCDE tìèUriangoK ABC, ACD' ; 
ADE, e la base FGHKL ne' triangoli FGH , FHK , 
FKL 5 è s'' intendano questi triangoli esser le basi di al- 
trettante piramidi ugualmente «alte che le proposte ,* 
delle quali le prime abbiano per vertice il punto M ^ 
e le altre il punto N. E poiché sta il triangolo ABC 
al triangolo FGH , come là piramide ABCM alla pira-? 
Miide FGHN'^j é che come il triangolo ACD* aljo ste£-'*5. Xn. 
io triangolo FGH , cosi sfa la piramide ACDM alla 
piramide FGHN ; sai^ il trapezio ABCD a! ti^iangòlo' 
FGH, come la piramide ABCDM all'altra FGIT]Nr\Ma* 24. V^ 
è di nuovo come il triangolo ADE al triangolo FGH, 
còsi la piramide ADEM alla stessa FGHN ; quindi 
starà il poligono ABCDE al triangolo FGH, coinè la 
piramide ABCDEM alla piramide FGHN. Similmente, 
paragonando i triangoli FLK , FKII* , ed FGH con, 
quésto stesso triangolo FGH , e le piramidi' FLKN ^ 
FKHN , FHGN coh quest' ultima piramide FGHW , 
«i diiBÌostrerà èssere la base FGHKL alla basQ J'GH / 
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come la piramide FGHKLN alla piramide FQHN.) e^ 
invertendo la base FGH alla base FGHKL j come la 
piramide FGHN alla piramide FGHKLN. Laon<le es- 
sendo la base A£GD£ alla base FGH , come la pira- 
mide ABCDEM alla piramide FGHN , e la base FGH 
alla base FGHKL , come la piramide FGHN all' altra 
FGHKLN; Farà, per equalità/ la base ABCDE alla 
base FGHKL , come la piramide ABCDEM all' altra 
♦ aa. V. FGHKLN^ 

E perciò le piramidi ec. C. B. D. 

PROPOSIZIONE VII. 

TEOREMA. 

I 

Ogni prisma triangolare si divide in ire piramiài 
Uguali ira loro , che hanno le bg^i triangolari. 

fy. 4^. Sia il prispia che ha per base il triangolo ABC , e 
per piano opposto a questa V altro triangolo DEF : 
dico che il prisma ABCDEF si divide in tre piramidi 
triangolari tra loro uguali. 

Si tirino le diagonali CE , CD, DB. E ppichè 1^ 
diagonale DB divide il parallelogrammo ADEB aeVdue 
triangoli uguali ABD , EDB ; perciò le due pU'amidi 
ABDC, EDBC., che hanno respetti vamente per basi 
que' triangoli , e ^1 vertice copoiune ip C , sijaraqno tra 

<*5.Xn, loro uguali"^.» Ma la pirami4e che ha per base il .trian- 
golo EDB , e per verb'ce il punto C , è la st^sja che 
r altra la cui base è il triangolo E^C , ed il punto D 
il vertice ^ poiché V una e T altra è contenuta dagli 

** stessi triangoli. Adunque anche la piramide che ha per 

base il triangolo ABD , e per vertice il pu^to C .^ 
Uguale a queir altra , che ha per ba^e il triangolo .EBC, 
f per vertice il punto D. Six)[iilm<(}nte poiché .il iiai^^ 



lelogMWttO (FCB£ è div^k^o «kdk diagonale CE , il trìan-''^^^^ 
golo EGF è uguale al triangolo EGB \ e quindi la 
picafliide d»e ba per htt»e il triangolo ECF , e per 
veiiìce il {punto D i uguale alla piramide la cui base 
« il triangolo (£CB , « lo . «tesso punto D il yertice. 
3M[a questa piramide* si è dimostrata uguale a queir al* 
tra cbe ha per base il triangolo ABD , e per vertice 
il punto C \ adunque anclie la piramide die ha per 
base il triangolo ECF , e per vertice il punto D è 
uguale a quella che ha per ^se il triangolo ABD , e 
per vertice il punto C. Quindi il prisma ABCDEF si 
diiFÌde ìm tre jAramidi uguali , le squali hanno per ha* 
0i de' trianeoli , cioè nelle ABDC, EBDC , EQFD. E 
poiché la piramide che ha per hase il triangolo ABD^ 
e per vertice il pi»to C! , ^ la stessa che la piramide 
die ha per JMise fl triangolo sàBC , e per vertice il 
punto 2) i poi<^ seno <xmiefitt^ dagli stessi piani : e 
che la fimmiàe dhe ha per baae il triangolo ABD, , 
e per ^vertiee il punto '^C si è dimostrata esser la ter* 
lOL parie del prkma la ^ui hase 4 il triangolo ABC ^ 
ed il piane qpposte è PEF i perciò anche la pirami- 
de ette ha fgx hase il triangolo ABC , e per vertice 
il punto D , 4 la %MPsa porte di un tal prisma C. B. D. 

X^. 1. È xìhìaro da ciò '<&e ogni piramide sia la terza y, ^ 
parte del p^istnfi ^e 'ha h. medesima hase , e 1' altea-' 
za stessa. Poiebé se l^'hase comune a questi due so- 
lidi «ia un* altra qualsivoglia figura rettilinea; potendo- 
si «i il prisma 9 ^e ^la piramide concepir divisi respet- 
tivamente ìu tanti prismi , « piramidi , che abbiano 
per basi de' tmngéU , quatiti di questi si possono as- 
segnare iu quella figura rettilinea : e ci^cuno di que- 
sti prismi essendo . triplo della piramide corrisponden- 
te ; sarà la somma fli essi , t^ioè il prisma proposto ^ 
anéhe triplo della somma delle piramidi , cioè della 
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piramide che^ ha la xnèdélima base ^ è V Uteztt stessa 
di un tal prisma. 
^. 2V. Cor, 2. Di più i prismi ugualmente alti Sono tra lo- 
ro come le basi \ poiché le piramidi che hanno le stes« 
se loro basi \ e la medesima àltesza sono tira loro' co- 
*6. XIL me le basi"^. 

PROPOSIZIONE vm. 

1 

T B o & B X 1» 

Le piramidi simili che hanno le basi triangolari j 
sono fra loro in triplicata ragione de" lati omologhi» 

Jlg. 47* Sienó le piramidi simili e sitnilttente poste ABCG f 
DEFII , le quali abbiano per basi i tristogoli BCA ^ 
EFD , e per vertici i punti 6, H : dico die la pira- 
mide AfiCG stia alla piramide DEFH in ragion tripli- 
cata di quella che il lato BG ha all' omologo EF. 

Imperocché si compiano i parallelogrammi ABCM^ 
GBCN , ABGK y ed indi poi il parallelepipedo BGML, 
eh' é contenuto da questi piafii , e dagli opposti ad es- 
si. Similmente si compisca il parallepipedb OPHE con-^ 
tenuto da' parallelogrammi DEFP , HEFR , DEHX, 
e dagli opposti a questi. E poiché le piramidi ABGGy 
BEFH sono simili , dovrà il triangolo ABC esser simile 

•J.io.T^IalP altro DEF"^ ; quindi i due angoli ABC , DEF saranno 
uguali , ed i lati AB , BC dèi primo triangolo sséranno 

•<i.i. VI. proporzionali a' lati DE, EF dell'altro^. Laonde idue^ 
parallelogrammi BM^ £P avendo. un angolo u^alb star 
un angolo, e proporzionali i lati intorbo a questi an- 
goli , dovranno esser simiK. E cosi pure si dimostrerà 
che il parallelogrammo BN sia simile all' altro ER , e" 
BK ad EX. Ma i tre parallelogi'ammi BM, BN , BK 

*34-XI. sono respettivamente uguali e simili agli opposti*^ j ed 
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i tre altri EP , BR, EX sono anche simili ed uguali 
a' loro opposti ; quindi i due parallelepipedi BL , £0, 
essendo terminati dallo stesso numero di piani simili , 
ed avendo perciò uguali i loro angoli solidi , saranno 
cimili tra loro*. Per lo che essendo i parallelepipedi si- *<?.io.X1h - 
milì in triplicata ragione decloro lati omologhi"^ 3 i so-* 33. XI» 
lidi BL , EO saranno in triplicata ragione di quella 
che il lato BC serba all' omologo £F. Or come il soli- 
lido BL al solido £0 9 cosi sta la piramide ABCG ali* 
altra DEFH* , essendo queste piramidi le seste parti*i5, V. 
di que^ solidi ; mentre i prismi che sono le metà di 
essi*, sono tripli delle corrispondenti piramidi*. Adun- • VjjJ 
que sarà pure la piramide ABCG all'altra D£FH in 
triplicata ragione di BC ad £F. 

Cor, Da ciò si può rilevare facilmente , che : Le pi- V- Vt 
ramidi simili che hanno per basi de* rettilinei , sono tra 
loro in triplicata ragione di quella de' lati omologhi. 

Imperocché siexio ABC DEM, FGHKLN le piramidi /ff. 45- 
simili e similmente poste , le quali hanno pei* basi i 
rettilinei ABCDE , FGHKt. Si dividano que^ rcttilir 
nei ne' triangoli ABC , ACD , ADE 5 FGH , FHK , 
FKL , i quali saranno simili tra loro, ciascuno a cia- 
scuno*. E poiché le piramidi proposte sono simili , sa-*ao.VI» 
rà il triangolo ABM sinjiile. al triangolo FGN , ed il 
triangolo BCM simile a GHN 5 quindi sta MA ad AB , 
cooie NF ad FG ; ed è inpltrq come AB. ad AC , 
così FG ad FH , per essctr simiH i triangoli ABC ^ 
FGH \ quindi , per equalità , come MA ad AC, cosi 
sia NF ad FH. Sinjilmente si. diwo^^'^^ ch^ ^ stii^ 
a CM , come FH ad HN ; laonde sarà di nuovo , per 
cqualità , come^ AM ad MC , cosi FN. ad. Nfl : perciò 
i triangoli AMC , FNH, avendo proporzionali- i lati, 
saranno simili*. Per lo che le. piramidi ti'iangolaii ABGM , * 5. vi, 
FGIIN essendo contenute da pjani. simili ed uguali in 
^ualero , ed avendo uguali, i \otx> angoli solidi* , saran- • A. XI. 



*tfj.io.XIno simili tra loro*. E nel modo stesso si diitie$fin?rà 
che la piramide ACDM sìa simile alla piramide FMKN , 
e la piramide ADEM all' altrd' FKLN. Or esse^tdo si- 
mili le piramidi triangolari ABCM , FGHN , sarà V una 
all' altra, in tiùplicÉta ragione del lato AG all' omologo 
FH ; e per la stessa ragione la piramide ACDM sta 
alla piramide FHKN in triplicata ragione di AC ad 
FH ^ quindi come sta la piramide ACDM alla pirami-* 
de FHKN , cosi starà la piramide ABCM all' altra 
FGHN. E similmente si ^mostra, cbe come la pira- 
mide ADEM alla piramide FKLN , cosi stia la pira* 
mide ACDM all'altra FHKN. Laonde dovendo stare 
un antecèdente ad un conseguente , come tutti gli an* 
* ii.r;. tecedenti a tutti i conseguenti* ; Suri la piramide ABCM 
alla piramide FGHN ^ come tutta la piramide ABCDEM 
a tutu I' altra FGHKLN. Ma la piramide ABCM sta 
alla piramide FGHN in triplicata ragione del lato AB 
all' omologo FG ; perciò anche tutta ^ la piramide 
j^BCDEM starà a tutta l'altra piramide FGHKLN in tri- 
plicata ragione del lato AB nU' omologo FG. C. B. D. 

PROPOSIZIO.NE IX. 

♦ 

TE O HE MA • 

Le basi triangolari delle piramidi uguali sono reci* 
procamenie proporzionali alle altezze : e quelle pirami- 
di ^ che hanno le basi triangolari reciprocamente //ro- 
porzionali alle altezze , sono uguali fra loro. 

fy. 48. Sieno le piramidi uguali che atbiano le Lasi trian- 
golari ABC, DEF, e per vertici i punti G, H: dico 
che le basi e le altezze di queste piramidi ABCG , 
DEFH sieno reciprocamente proporzionali, cioè che 
come la base ABC alla base DEF, cosi stÌ4 V»lteÌM 
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(iella piramide DEFH a quella della piramide ABCG. 

Imperocché si compiano i parallelogrammi AC , AG , 
GC , come anche gli altri DF , DH , HF 5 ed indi si 
compiano anche i parallelepipedi BGML , EHPO , i 
quali sono compresi rispettivamente da que^ piani , e 
dagli opposti ad essi. E poiché le piramidi ABCG 
DEFH sono uguali ; e che della piramide ABCG n' é 
sestuplo il parallelepipedo BL , e dell' altra DEFH 
n' e anche sestuplo V altro parallelepìpedo EO : perciò 
questi parallelepipedi BL 9 EO saranno uguali ; e quin- 
di le loro hasi BM ed EP si reciprocheranno con le 
altezze*. Ma come la hase BM alla hase EP » così sta* 34- XI. 
il triangolo ABC all'altro DEF* 5 adunque starà il trian- * i5, V. 
gola ABC al triangolo DEF , come T altezza del solì- 
, do EO a quella del solido BL. Laonde poiché T altez- 
za del solido BL è la stessa di quella della pii*amide 
ABCG 9 e 1^ altezza del solido EO é anche la stessa di 
quella dell' altra piramide DEFH ; ne segue , che sta- 
rà pure la hase ABC alla hase DEF 9 come V altezza 
della piramide DEFH all' altezza della piramide ABCG. 
E perciò le hasi 9 e le altezze delle piramidi uguali 
ABCG 9 DEFH sono reciprocamente proporzionali. 

Che se le hasi delle piramidi ABCG 9 DEFH si re* 
cìprochino con le altezze di esse 9 cioè che stia la hase 
ABC alla hase DEF , come T altezza della piramide 
DEFH all'altezza della piramide ABCG: dico che la 
piramide ABCG sia uguale all'altra DEFH. 

Imperocché fatta la medesima coustruzione : poiché 
sta la hase ABC alla hase DEF • come l' altezza della 
piramide DEFH a quella ideila piramide ABCG; ed é 
poi la hase ABC alla hase DEF , come il parallelo- * 
j;rammo BM al parallelogrammo EP'^ ^ sarà perciò il*i5. >\ 
parallelogrammo BM al parallelogrammo EP 9 concie 
r altezza delle piramide DEFH , o eh' è lo. stesso quel- 
la, del parallelepipedo £10) all'altezza della, piramide 
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ABCG , cioè del parallelepipedo BL. Quindi questi pa- 
ralle) rpìpedi saranno tra loro uguali ; poiché hanno le 
* 34. XI. basi reciprocamepte proporzionali alle altezze': laonde 
an'be uguali dovranno essere le piramidi ABCG , 
DEFH , che sono le seste parti di tali parallelepipedi. 
Jb perciò le Las! triangolari ec. C. B. D. 

PROPOSIZIONE X. 

■ 

I 
TEOREMA. 

Ogni cono è la terza parte del cilindro , che ha 
la medesima base e uguale altezza. 

fig' 49* Abbia il cono la medesima base che il cilindro , • 
cioè il cerchio ABCD , e V altezza uguale : dico il co* 
no essere la terza parte del cilindro, cioè il cilindro 
essere triplo del cono*. 

Perciocché , se il cilidro non è triplo del cono , o sa- 
rà maggiore del triplo, o minore. Sia prima maggiore 
del triplo , e descrivasi nel cerchio ABCD il quadrato 
ABCD ^ adunque il quadrato è maggiore della metà del 
cerchio (^); e sul quadrato ABCD ei^asi un prisma cosi al- 
to come il cilindro, il qua! pf isma sarà maggiore della me- 
tà del cilindro, perchè se dintorno al cerchio ABCD si de- 
^ scriva un quadrato , sarà il quadrato descritto di dentro , 

la metà di questo , che è descritto dintorno , e sono e* 
retti ^ queste medesime basi i solidi parallelepipe- 
di ugualmflunte alti , cioè essi prismi \ onde tali pri- 

^Si.XI'Smi, sono fra 'loro come le basi*^ : il prisma adunque 
eretto sul quadrato ABCD è la metà del prisma 
eretto sul quadrato , che si descrive dintorno al 
cerchio ABCD ; ed è il cilindro minore del prisma 
eretto sul quadrato , che si descrive dintorno al cer- 
(*) Veg. U dim. deUa Prop. a. del lib. XII. 



cbio ABCD ; il prisma dunque eretto sul quadrato 
ABCD , cosi alto come il cilindro , è maggiore della / 

metà del cilindi*o. Seghinsi le circonferenze AB, BC, 
CD , DA per mezzo ne' punti E , F , G , H , e giun- 
gansi le AE, EB^ BF , FC , CG , GD, DH , HAj adun- 
que ciascun triangolo AEB , BFC , CGD, DHA è mag- 
giore della metà della porzione del cerchio ABCD , 
nella quale consiste , come si è dimostrato di sopra (*)7 
Ergansi da ciascun triangolo AEB j BFC, CGD , DHA 
i pxnsmi alti come il cilindro , onde eziandio ciascuno 
di tali prismi è maggiore della mefl della porzio* 
ne del cilindro y cbe é dintorno ad es&o , perchè se 
si tirino per i punti E , F , G , H le parallele alle 
AB j BC , CD , DA , e compiscansi in esse AB , BC» 
CD y DA i parallelogrammi , da' quali si ergano 
solidi parallelepipedi cosi alti come il cilindro , saran* 
no i prismi, che sono ne' triangoli AEB, BFC, CGD^ 
DHA, la metà di ciascuno de' solidi eretti: e sono le 
porzioni del cilindro minori de' solidi parallelepipedi 
eretti ^ adunque ancora i prismi , che sono ne' trian<^ 
golp AEB , BFC , CGD , DHA ^ sono maggiori della 
mieta delle porzioni del cilindro , che sono in esse ; 
laonde negando per mezzo le altre circonferenze, e giun* 
gendo con linee rette, e da ciascun triangolo drizzan- 
do prismi cosi alti con^ il cilindro , e questo faeen-» 
do sempre , alla fine lasceremo alcune porzioni del ci*- 
lindro mmori dell' eccesso nel quale il cilindro avan-* 
za il triplo del cono*: lascinsi , e siano AE , EB , BF , * l^^* 
FC , CG , 'GD , DH , HA ', adunque il rimanente pri- 
sma la cui hasje è il poligono AEBFCGDH , e raltei&> 
za la medesima del cilindro , è maggiore del triplo del 
cono; ma il prisma la cui base è il poligono AEBFCGDH, 
ie la medesìn^a altezza del cilindro è triplo della pira- 
mide la cui base è il poligono AEBFCGDH » e 1 yer* 

(*) piiou. Prop. 3. m» XU. 
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*•• ^l'tìce il medesimo punto, che del cono*: la piramide 
dunque la cui Lase è il poligono AEBFCGDH , e '1 
▼ertice il medesimo punto , clie del cono , è maggiore 
del cono , che ha per base il cerchio ABCD : ma i 
minore , essendo compresa da esso ; che è impossibile : 
onde non sarà il cilindro maggiore , che il triplo 
-del cono. Dico oltre a ciò ne anche essere minore , 
che il triplo del cono : perciocch*^ , se egli è possibi- 
le , sia il cilindro minore , che il triplo del cono , sa- 

* rà y invertendo , il cono maggiore , che la terza parte 
del cilindro: descrivasi nel cerchio ABCD il quadrato 
ABCD ; adunque il quadrato è mai^giore , che la me- 
tà del cérchio , e sul quadrato ABCD ergasi una pi- 
ramide , che abbia il medesimo vertice , che il cono \ 
la piramide dunque eretta sarà maggiore , che la 
metà del cono ; perciocché come abbiamo dimostrato y 
se dentro al cerchio si descriva un quadrato , 
sarà il quadrato ABCD la metà di quello, che è 
descritto dintorno al cerchio ; e se da tali quadrati si 
ergano solidi parallelepipedi così alti, come il cono, 
i quali si chiamano anche prismi , sarà quello , che si 
erge dal quadrato ABCD la metà di quello che è 
eretto sul quadrato descritto dintorno al cerchio , 

^3a. XI. perchè sono fra loro come le basi* ] onde eziandio le 

* IO. V. terze parti di essi* : la piramide dunque , la cui base 

è il quadrato ABCD , è la metà di questa piramide , 
che si erge dal quadrato descritto dintorno al cerchio . 
Ma la piramide eretta sul quadrato descritto dintor- 
no al cerchio é maggiore del cono, perchè lo compren- 
de \ adunque la piramide , la cui base è il quadrato 
ABCD^ e 1 medesimo vertice, che del cono, è maggio- 
re della metà del cono. Seghinsi le circonferenze AB, 
.BC , CD , DA per mezzo ne' punti E , F , G , H , e 
giungansi le AE, EB, BF, FC, CG, GD, DH, HA. Adun- 
que ciascuno d«' triangoli AEB , BFC , CGD , DHA é 



liiaggiolre , cliella metà della porzione del cercbio ABCD> 
nella quale consiste • Ergansi da ciascun triangolo 
AEB , BFC , CGD , DEA le piramidi , che alibiano 
i medesimi vertici , che il cono ; ciascuna dunque del-^ 
le , piramidi erette al medesimo modo è maggiore , 
che la metà della porzione del cono , che é dintorno 
ad essa: laonde segando per mezzo T altre clrconferen* 
ze , e giungendo le linee rette , e da ciascun triangola 
ergendo la piramide , che ahhia il medesimo vertice , 
che il cono , e questo facendo sempre , lasceremo 
alla fine alcune porzioni del cono , che saranno mag-^ 
giori deir eccesso , nel quale il cono avanza la terza 
parte della cilindro* Lascinsi , e siano quelle che sono 
nelle AE , EB , BF , PC, CG , OD , DH, HA 5 adun- 
que la rimanente piramide , la cui Lase è il poligono 
AEBFCGDH , e '1 vertice il medesimo , che del cono , 
è maggiore della terza parte del cilindro : ma la pirà- 
mide la cui hase è il poligono AEBFCGDH , e '1 verti- 
ce medesimo , che del cono , è la terza parte del pri- 
sma la cui base è il poligono AEBFCGDH, e la me- 
desima altezza, che del cilindro^ 5 onde il prisma la xil '' 
cui base è il poligono AEBFCGDH , e la medesima 
altezza , che del cilindro , è maggiore del cilindro la 
cui base è il cerchio ABCD ; ma è minore , percioc- 
ché da esso è compreso ', che non è possibile. Non é 
dunque il cilindro minore , che il triplo del cono : e 
si è dimostrato non esser maggiore , che il triplo ^ on* 
de è necessario , che il cilindro sia triplo del cono 3 ^ 
però il cono è la terza parte del cilindro. 
Adunque ogn^ cono ec. C B. D. 



PROPOSIZIONE XI. 

TB ORKXà. 

F- 2f. -'^ coni , e cilindri , cfte Aonno Za medesima aUez* 

%a y sono fra loro come le Òasi 

J$. So. Siano i coni , e cilindri della medesima altezza , 
che al)biano per liasi i cerchi ABCD y EFGH , e gli 
assi KL, MN, ed i diametri delle basi AC, EG: di- 
co come il cerchio ABCD al cerchio EFGH , cosi es- 
sere il cono AL al cono EN* 

Se non è cosi, sarà come il cerchio ABCD al cer- 
chio EFGH , cosi il cono AL a qualche solido o mag- 
giore, o minore del cono EN: sia prima ad un mino^ 
re, che sia X , e T eccesso del cono EN sopra il soli- 
do X sia il solido Z ] adunque il cono EN è uguale 
a^ solidi X , Z. Descrivasi nel cerchio EFGH il qua- 
drato EFGH ; laonde un tal quadrato è maggiore che la 
metà del cerchio. Ergasi dal quadrato EFGH una pira- 
mide così alta , come il cono ; la piramide dunque 
eretta è maggiore , che la metà del cono \ perchè , 
se descriviamo un quadrato dintorno al cerchio , e 
da esso ergiamo una piramide alta come il cono , sa- 
rà la piramide descritta di dentro la metà della pira- 
mide descritta dintorno ; perciocché sono fra loro co- 

^ 6. XII. me le hasi"^. Ma il cono è minore della piramide, che 
è descritta dintorno; adunque la piramide la cui 
base è il quadrato EFGH , e '1 vertice il medesimo f 
che del cono , è maggiore della metà del cono. Seghia- 
si le circonferenze EF , FG ^ GH , HE per mezzo 
ne'puntiO, P, R, S, e giungansi le EO , OF, FP, 
PG, GR, RH, HS, SE, ciascun tiiangolo dunque EOF, 
FPG f GRH y HSE è maggiore , che la metà della por- 



telone èA eercìàù nelk quale consiste t ergasi da 
ciascano di questi triangoli una piramide alta cp- 
^e il cono ; adunqne ciascuna delle piramidi e- 
rette , è maggiore deUa porzione del cono , cbe 
é in essa j laonde segando le altre circonferenze per 
mezzo , e giùngendo con linee rette , ed ergendo su 
ciascun triangolo piramidi alte come iji cono , e questo 
facendo sem{>re , lasceremo alla fine alcune porzioni 
del cono, che saranno minori del solido Z*. Lascìnsi , *^^t^'* 
é siano quelle , che sono in esse EO , OF , FP , PG } 
GR , RH , HS , SE ; adunque la rimanente pi- 
ramide , k cui base è 9 poligono EOFPGRHS , e. la 
medesima altezza , cbe del cono , è maggiore del soK* 
do X. Descrivasi nel eerchio ABCD il poligono 
ATBYCV'DQ shnile , e similmente posto al poligono 
EOFPGRHS, e da esso ergasi una piramide alta 
còme il oono AL : perchè dunque è come il quadra- 
to delk AC al quadrato delk E6 , cosi il po^ 
limono ATBYCVDQ al poligono EOFPGRHS* , «M.xir. 
eome il quadrato delk AC al quadrato ddk £G-, 
cosi il cerchio ABCD al cerchiò EFGH"^ ; sari^sXIL 
come il cerchio ABCD al cerchio EFGH; cosi il 
poligono ATBYCVDQ al poligono EOFPGRHS* j ma * n. T. 
eome il cerchio ABCD al cerchio EFGH, cosi il cono 
AL al solido X , e come il poligono ATBYCVDQ al 
poligono EOFPGRHS , cosi la piramide la cui base é il 
primo di que^ poligoni e ^1 vertice il punto L , alla 
piramide la cui base è T altro di essi poligoni, e il 
vertice il punto N; come dunque il cono AL al so- 
lido X , così la piramide la cui base è il poligo- 
np ATBYCVDQ , e 1 vertice U punto L , alla pirami- 
de la cui base è il poligono EOFPGRHS , e 1 
yertice il punto N. Ma il cono AL è maggiore 
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della piramide , che è in esso; adunque il soKdo X % 
f 14/x. maggiore della' piramide > che è nel cono EN'^. 
Ma n'è minore ; il che è assurdo. Non è dun«« 
que come il cerchio ABCD al cerchio EFGH , co«* 
si il cono AL ad un solido minore del cono EN: si- 
milmente si dimostrerà né anche come il cerchio EFGH 
al cerchio ABCD , cosi essere il cono EN a qualcho 
solido minore del cono AL. Dico oltre a ciò non es« 
sere come il cerchio ABCD al cerchio EFGH, cosi 
il cono AL a qualche sohdo maggiore del cono EN: per* 
ciocché , se egli é possibile , sia ad un solido maggio- 
re, che sia I; invertendo dunque , come il cerchio EFGH 
al cerchio ABCD , cosi sarà il solido I al cono AL. Ma co- 
me il solido I al cono AL , cosi sta il cono EN a qualche 
^ 14. y . solido minore del cono AL"^ ; come dunque il cerchio 
EFGH al cerchio ABCD 9 cosi il cono EN a qualche soli- 
do minore del cono. AL; che si é dimostrato impossibile ! 
onde non è come il cerchio ABCD al cerdiìo EFGHy 
cosi il cono AL à qualche soUdo maggiore del cono 
EN ; e SI é dimostrato non essere anche a un minore ;. 
adunque come il cerchio ABCD al cerchio EFGH , cosi 
è il cono AL al cono EN. Ma come il cono al cono, co- 
•i5. V. si è il cilindro al cilindro"^ ^ perciocché Tuno è tripla 
^10. XII. deir altro"^ ; come dunque il cerchio ABCD ^1 cerchio 
EFGH , cosi i cilindri , che sono in essi ugualmente 
alti a^ coni. 

Adunque i co^ii ^ cilindri ^c. C. fi« I)k 
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PROPOSIZIONE xn. 



T E O R E li A. 

/ coni , e cilindri simili sono fra loro in tripli- 
cata ragione di quella , che hanno i diametri delle basi. 

Sieno i coni , e cilindri simili , le cui Lasi sieno ifis* ^<* 
cerchi ABCD , EFGH , ed i diametri delle basi AC , 
£G , e gli assi de' coni , o cilindri KL , MN : dico il 
cono , la cui base è il cerx^hio ABCD , e '1 vtrtice il 
punto L , al cono, la cui base è il cerchio EFGH , el 
vertice il punto N, avere ragione triplicata 4i quella, che 
ha AG ad EG. Perciocché se il cono ABGDL al cono 
EFGHN non ha ragione triplicata di quella, che ha AC 
ad EG , avrà il cono ABGDL a qualche solido minore^ 
ovvero ad un maggiore del cono EFGHN ragione tripli- • 
cata di AC ad EG : Y abbia prima ad un minore , che sia - 
X. Facciasi la stessa construzione , che nella precedente 
proposizione , e si dimostrerà similmente, che la piramidjs 
che ha per base il poligono EOFPGRHS , e per vertice 
il punto N , sia maggiore del solido X. Congìungansi le 
KQ , MS. E perchè il cono ABCDL è simile al cono 
EFGHN , dovrà stare AC ad EG , come V asse KL 
all'asse MN* : ma AC sta ad EG, come AK ad EM* ;*;^'^^^^^- 
Laonde starà AK ad EM , c^me KL ad MN ; e per 
mutando AK a KL, come EM ad MN: ma gli ango- 
li AKL ,, EMN sono uguali , perchè retti ^ adunque 
i triangoli AKL , EMN che hanno i lati proporziona- 
li intorno agli angoli uguali , saranno simili"^. E per- * 6. V. 
che AK sta a KQ , come EM ad MS , e che queste ret- 
te comprendono gli angoli uguali AKQ , EMS , con- 
ciossìachè <jual parte è T angolo AKQ di quattro ret- 
ti che sono al centro K , tal sia V angolo EMS di quat* 
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tro retti che sono al centro M ; sarà il triangolo AKQ 
*6. VI. simile al triangolo EMS*. Inoltre poiché sta AK a KL, 
come EM ad MN , e che AK è uguale a KQ, EM ad 
MS, sarà QK a KL^ come SM ad MN ; ma gli angoli 
QKL , SMN sono Uguali , perchè retti : onde il trian- 
golo LKQ é simile al triangolo NMS. Di più essendo^ 
per la similitudine dei triangoli AKL , EMN , LA ad 
AK , come NE ad EM ; e ptr la similitudine dei trian- 
goli AKQ, EMS essendo pure KA ad AQ , come ME 
ad ES ; sarà , per equalità , LA ad AQ,' come NE ad 

♦ aa. V. ES* Or perchè sono simili i triangoli LQR , NSM , 

sta LQ a QK, come NS ad SMj e per gli altri trian- 
coli simili KAQ , MES sta KQ a QA , come MS ad 
SE 5 onde sarà , per equalità , QL a QA , come SN ad 
SE. Ma si è dimostrato essere QA ad AL , carne SE ad 
EN : laonde di nuovo , per equalità , starà QL .ad LA , 
come SN ad NE : ed i triangali LQA , NSE avendo i lati 

♦ 5. VI. proporzionali, sono equiangoli e simili*: onde la piramide 

che ha per base il triangolo AKQ , e per vertice il pun- 
to L , è simile alla piramide , che ha per base il triango- 
lo EMS , e per -vertice il punto N ; mentre queste 

*A. XI. hanno gli angoli solidi rispettivamente uguali"^ ^ e sono 
contenute dallo stesso numero di piani simili. Ma le 
piramidi simili , e che hanno le basi triangolari , sono 

♦8. XII. in triplicata ragione di quella de' lati omologhi*^ adunque 
la piramide AKQL sta alla piramide EMSN in tiipH- 
cata ragione di quella , che ha AK ad EMv Similmente 
da^puntiD,V,C,Y,B, T, a K, e da' punti H,R, 
G, P, F, O, ad M tirando linee rette, e da'triangoli driz- 
zando le piramFdi che abbiano gli stessi vertici, che il co- 
no, dimostreremo ciascuna piramide del medesimo 
ordine a ciascuna dell'altro ordine avere triplicata ragione 
'di quella , che ha il lato AK -al Iato omologo EM , cioè, 
che AG ad EG. Ma siccome uno de£;li antecedenti 
sta ad uno de' conseguenti , cosi tutti gli antecedenti a 

♦ la. V- tutti i conseguenti'^ 5 è dunque come la piramide AKQL 
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-alla plran^ide EMSN, così tutta la piramide , la cui base 
è il poligono ATBYCVDQ, e '1 vertice il punto L, a tutta 
la piramide , la cui base è il poligono EOFPGRHS , • 
^1 vertice il punto N , onde la piramide , la cui base ò 
il poligono ATBYCVDQ, e 1 vertice il punto L , alla 
piramide ^ la cui base è il poligono EOFPGRHS , e 
^ vertice il punto N , ba ragion triplicata di quella ^ 
cbe ha AC ad £G \ e si pone il cono ^ la cui base è 
il cerchio ABCD , e ^1 vertice il punto L, al solido X 
avere ragion triplicata di quella , che ha AC ad EG ; 
come dunque il cono , la cui base è il cerchio ABCD j 
e 1 vertice il punto L , al solido X , cosi è la pirami- 
de , la cui base è il poligono ATBYCVDQ , e '1 ver- 
tice il punto L 9 alla piramide , la cui base è il 
poligono EOFPGRHS , è 1 vertice il punto Wr 
ma detto cono è maggiore della piramide , che è iu 
esso , perciocché la comprende ; adunque eziandio il 
solido X è maggiore della piramide , la cui base , è 
il poligono EOFPGRHS ^ e '1 vertice il punto N*: ma * j4- Ti 
é minore \ che è impossibile. Il cono dunque , la cui 
lase è il cerchio ABCD , e i vertice il punto L, a qual«> 
che solido minore del cono , la cui base è il cerchio 
EFGH , e 1 vertice il punto N , non ha ragion tripli* 
cata di quella , che ha AC ad EG. Similmente di- 
mostreremo né anche il cono EFGHN a qualche soli- 
do minore del cono ABCDL avere triplicata ragione 
di quella , che ha AC ad EG. Or dico che né anche 
il cono ABCDL ad un solido maggiore del cono EFGHN 
possa avere ragione triplicata di quella , che ha AC ad 
EG. Perciocché , se egli é possibUe , Tabbia a qualche 
solido maggiore, che sia Z; invertendo dunque, il so- 
lido Z al cono ABCDL ha ragion triplicata di quella , 
che ha EG ad AC ; ma come il soUdo Z al cono ABCDL, 
cosi sta il cono EFGHN a qualche solido minore 
del cono ABCDL"^ 5 adunque ancfora il cono EFGHN *»4.T5i 
ad un solido minore del cono ABCl)L avrà ragione^ 



triplicata di quella, che ha EG ad AG; che si ldim«^' 
strato impossibile. Adunque il cono ABCDL ad un 
solido maggiore del cono EFGHN non ha ragion tri« 
plicata di quella , che ha AG ad EG : e si e dimo- 
strato né anche ad un minore ; onde il cono ABGDL 
al cono EFGHN ha ragion triplicata di quella , che 
ha AG ad EG. Ma come il cono al cono , cosi il ci- 
lindi*o al cilindro j perciocché il cilindro , che consiste 
nella medesima base , che il cono , ed è ugualmente 
*'i«.XII. alto , è triplo del cono*; onde avrà pure il cilindro af^ 
cilindro ragion triplicata di quella , che ha AC ad EG* 
Laonde i coni , e cilindri simili , ec. G. B. D. 

PROPOSIZIONE XIIL 

7S OR B V A. 

)^^ N. Se un cilindro sia segato da un piano parallet(è> 

a* piani opposti , starà come il cilindro al cilindro , co* 
sì V asse alt asse. 

Jfis* ^3- Sia il cilindro AD segato dal piano GH parallelo a^p{a« 
ni opposti AB , CD, il quale incontri Tasse EF nel pun- 
to K ; e sia la linea GH la comune sezione del piano 
GH e della superficie del cilindro AD: sia di più AEFG 
quel parallelogrammo rettangolo , che rivolgendosi intor- 

*ir.2t.XI.no al lato EF descrive il cilindro AD* , e la linea retta 
0K sia la comune sezione del piano GH colT altro 
AEFG. E poiché i piani paralleli AB, GH sono segati 
dal piano AEKG , le loro comuni sezioni AE , GK 

• »€, XI. saranno parallele* : quindi AK é un parallelogrammo 

Rettangolo, il quale perciò nel rivolgersi intomo ad EK 

descriverà un cilindro, ed il suo lato GK opposto ad 

AE descriverà un cerchio, il cui centro sarà il punto 

' "' K } ed un tal cerchio essendo lo stesso che la seziQ* 



4ie 6H , è ckiaro , che il piano GH divida il cilindro 
AD ne^ due cilindri AH , GD , che sono (juelli , eh» 
YcrreLhero descritti dalla rivoluzione de' parallelogram- 
mi AK , GF intorno alle EK , KF. Or io dico che 
stia il cilindro AIjE al cilindro HC , come T asse EK 
all' asse KF. 

Si prolunghi V asse FÉ dair una e dall' altra parte , 
il poi si taglino quante si vogliano EN , NL uguali 
alla EK , e quante altre ne piaccia FX , XM uguali 
alla KF 'j e per gli punti L , 1^ , X ed M si tirino i 
piani paralleli ad essi AB, CD: si dimostrerà come si 
« fatto del piano GH^ che le comuni sezioni di qua* 
piani e della superficie del cilindro prolungato , sieno 
cerchi , i quali hanno per centri i punti L , N , X ed 
AI ^ e che tali piani tronchino i cilindri OS , RB , 
CY e TQ. Ciò premesso, i tre cilindri OS, RB 
ed AH , avendo uguali le altezze LN , NE ed EK , 
dovranno esser tra loro come le hasi"^ : e perciò quelli *ii.XI|^ 
saranno uguali al pari di queste : adunque il cilindro 
OH , e r asse suo LK saranno ugualmente multiplici 
del cilindro AH , e del suo asse EK. E similmente 
>i dimostrerà , che il cilindro GQ , e '1 . suo asse 
KM sono ugualmente multiplici del cilindro GD y ^ 
del suo asse KF. Or è chiaro , che se V asse LK del 
cilindro OH è maggiore del? asse KM dell' altro cilin* 
dro GQ , anche quel cilindro è maggiore di questo ; 
e che se V asse LK fosse uguale , o minore dell^ a^se 
KM , anche il cilindro OH sarebbe uguale , o minore 
del cilindro GQ. Adunque sono quattro grandezze^ 
cioè j due assi EK , KF , ed i due cilindri BG , GD : 
ed essendosi presi qualunque ugualmente multiplici 
dell'asse EK , e del cilindro BG , cioè Tasse KL, ed 
il cilindro OH 5 come pure delj' asse KF , e del cilin- 
dro GD essendosi presi qualunque altri ugualmente 
xqLultiplici 2 cio^ Tasse KM| ed il cilindro GQ^ sji è 



dimostrato , elle se Tasse KL è maggiore dell^ asse KIVf, 
anche il cilindro PG è maggiore del cilindro GQ ; e 
se uguale , uguale ; se minore, minore : dovrà dunque 
stare T asse EK all' asse KF » come il cilindro BG al 
•A5.V. cilindro GD». 

E perciò se un cilindro ec. C. B. D. 

PROPOSIZIONE XIV. 

J coni y e cilindri , cAe hanno le basi uguali , so* 
no tra loro come le altezze» 

j^, 5g^ Sulle l>asi uguali AB , CD sieno posti i cilindri EB 
ed FD : dico che come il cilindro EB al cilindro FD, 
cosi stia r asse GH all^ asse KL. 

Si prolunghi V asse KL di uno di essi cilindri in N, 
, m poi troncata la LN uguale alla HG , s' intenda in- 

torno slÌV asse LN formato il cilindro CM . E poiché 
i cilindri EB , CM hanno la medesima altezza , saran- 

^ii.XII. no come le loro basi AB , CD^. Ma queste sono ugua- 
li : quindi anche uguali saranno i cilindri EB , CM. 
Or essendosi il cilindro FM segato con un piano CD 
parallelo a^ suoi piani opposti ; dovrà il cilindro CM 
serbare all' altro FD , la stessa ragione dell' asse NL 

tt3.XII. air asse LK*. Ma il cilindro CM è uguale al cilindro EB, 
e V asse LN all' asse GH ; quindi sarà il cilindro EB 
air altro FD , come T asse HG del primo alP asse LK 
deir altro. E poiché come il cilindro EB alP altro FD, 
cosi sta il cono ABG al cono CDK , essemclo i cilindri 
ì5. V. tripli de' coni* : sarà perciò come V asse ,GH all' asse 

V.»o-XU-^^ , così il cono ABG al cono CDK*. 

Adunque i coai^ e cilindii ce. C. B. D^ 



PROPOSIZIONE XV, 

Z« &as£ de" cilindri , e coni uguali sono reeipro" V> iS. 
càmente proporzionali alle altezze : e (jue'* coni , e cilin^ 
dri , le cui basi sono reciprocamente proporzioniuti all$ 
altezze , sono uguali fra loro^ 

1 cerchi ABGD , EFGH descrìtti intorno a' diametri/^' H*^ 
AC 9 EG sieno le basi di due cilindri , e di due coni 
Uguali ) e KL , MN i loro assi , che sono anche le lo- 
ro altezze : dico che le basi e le altezze de* cilindri 
uguali AX , EO sieno reciprocamente proporzionali , 
cioè che stia la base ABCD alla base EFGH, come 
r altezza MN all'altezza KL. 

Imperciocché Y altezza KL o é uguale air altezza MN, 
o gli è disuguale. Gli sia primieramente uguale : e poi- 
ché il cilindro AX è uguale al cilindro EO , ed i ci* 
Uindri ugualmente alti sono come le basi"^; dovrà essere 'iLSIt." 
anche la base ABCD uguale alla base EFGH"^. Laonde * A. V. 
la base ABCD sta alla base EFGH , come V altezza 
MN air altezza KL. 

Che se le altezze KL , ed MN non sieno uguali; ma 
sia MN la maggiore di esse : si tagli dalla MN , la PM u- 
guale alla KL , e poi si seghi il cilindro EO col piano 
TYS tirato per P parallelo a' piani opposti de* cerchi 
EFGH , RO ; sarà un cerchio la comune sezione di 
quel piano e del cilindro. Ed essendo il cilindro AX 
uguale air altro EO , dovranno essi serbare al cilindro 
£5 la stessa ragione"^. Ma il cilindro AX sta al cilin* • 7. y; 
dro ES , come la base ABCD alla base EFGH ; poi- 
ché hanno la stess^ altezza^ ; ed il cilindro EO sta al- *i3.XU*^ 
1* altro ES , come MN ad MP ; poiché il ciUmiro EO 
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é segato clal piano TYS parallelo appiani opposti. ÀS^ 
dunqxie starà la base ABGD alla base EFGH , come 
r altezza MN all' altezza MP , o sia KL : *cioè le basi 
de' cilindri uguali AX , EO si reciprocano con le al- 
tezze. 

Sieno ora reciprocamente proporzionali le basi e le 
altezze de' cilindri AX , EO , cioè stia la base ABCD 
alla base EFGH , come V altezza MN all'altezza KL: 
dico che il cilindro AX sia uguale al cilindro EO* 

Imperocché se sia la base ABCD uguale alla basa 
EFGH , è chiaro , che dovri essere anche 1' altezza 
MN uguale all' altezza KL \ e perciò il cilindro AX 
Uguale al cilindro EO. Che se poi non sia la base 
ABCD uguale alla base EFGH ^ sia ABCD la maggio- 
re. E poiché sta la base ABCD alla base EFGH , co- 
me r altezza MN all' altezza KL ^ sarà anche MN mag- 
^ A. V. giore di KL^. Laonde , fatta la stessa construzione del* 
Ja parte precedente ; poiché come la base ABCD alla 
base EFGH , cosi sta l' altezza MN all' altezza KL , o 
MP , essendo KL uguale ad MP : ed è poi la base 
ABCD alla base EFGH, come il cilindro AX all'altro 
*ii.XlI. ES 9 poiché sono ugualmente alti* 5 ed inoltre sta 1' al- 
tezza MN all' altezza MP , o KL , come il cilindro EO 
allo stesso ES; perciò starà il cilindro AX all'altro 
£S, come il cilindro EO allo stesso ES; e quindi il 
* S. y. cilindro AX é uguale al cilindro EO*. E cosi pure ^ 
dimostrerà per gli coni C» B. D# 



PROPOSIZIONE XVI. 

TE O RB MA • 

Dàii due cerchi concentrici (*), inscrivere nel mag'^ V* JTi 
^ìore di essi un poligono di lati uguali^ ed in nume^ 
ro pari , il qual non tocchi il cerchio minore* 

Sieno ABDC , abd i due cerchi proposti , i quaU sie-Zj:* ^ 
no descritti dintorno «il comune centro O : bisogna in- 
scrivere nel maggiore di «ssi ABDC un poligono di la* 
ti uguali ed in numero pari, il qual non tocchi il cer« 
clilo minore abd* 

Per lo centro comune O di quei cerchi si tiri la li» 
nea retta BD , e poi dal suo estremo D si tiri al cerchio 
bad la tangente DaA^ indi si divida la semicirconferen* 
2a BAD per mezzo , la metà ancora per mezzo , e lo * 

stesso facciasi sempre ^ alla fine lasceremo un arco mino- 
re deir altro ACD* : suppongasi esser questo V arco jn" 
CD ,~ e si giunga la linea retta CD ; sari questa il lato 
del poligono cercato* 

mperocché essendo V arco DCA maggiore del? arco 
CD , la corda DC di questo dovrà cadere al di li 
della corda AD di quello, per rispetto alla circonfe*' 
renza bad \ e quindi siccome la linea retta DA tocca 
il cerchio bad , cosi T altra DC non dovrà ne meno toc- 
carlo. E perciò se nel cerchio ABDC adatteransi successi* 
vaniente linee rette uguali a questa DC, si verrà a descri- 
vere in esso un poligono di lati uguali , ed in numero 
pari , che non toccherà il cerchio minore abd. C. B. F* 

Scoi. Che se fossero dati i due archi di cerchio V* Ai 
DCE , dae descritti dintorno al comune centro O , e 
terminati in una delle parti da una stessa linea retta 
BOD condotta pel loro comune ^contro O ^ e ^ Toles- 
(0 cioè , (diiUor/io al medesimo centro. 

1% 
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se dividere T esteriore di essi DCE in tal numero di 
parti uguali , sicché * alcuna delle linee rette tirate 
per due punti prossimi di tali divisioni non potesse 
incontrare T altro arco dae, E cliiaro che si otterrebbe 
ciò che si dimanda , tirando per un estremo D deirar^ 
co esterno DE la tangente DaA all' altro arco dae , o 
al cerchio della cui circonferenza quest^ arco è parte , 
e poi dividendo sempre per metà T arco DE , finché 
si pervenga ad. un arco DC minore di DA. 

PROPOSIZIONE XVII. 

TEOREMA. 



K. N, Se la circonferenza di un semicerchio si divida 

continuamente per metà <]uante volte si voglia ^ e si 
congiungano i punti prossimi delle divisioni'^ e che poi 
fatta un"* identica operazione iii un altro semicerchio , s^ 
intendano questi rivolgersi insieme co'' rettilinei che con- 
tengono dintorno a*, rispettivi diametri : i solidi che da que*. 
ti rettilinei si descrivono saranno tra loro in triplicata 
ragione, di quella de"* diametri. 

/f . 56. Sieno BAC , EDF due semicerchi , e BC , EF , 
i loro diametri ^ e la circonferenza BAC dell' un di es- 
si si divida continuamente per metà, e si congiungano 
i punti prossimi delle divisioni per mezzo delle BG , 
GH, HI, lAy ec^ e lo stesso poi si pratichi nell' altro 
semicerchio , sicché ne risulti in questo un semipoligo^' 
no di ugual numero di lati al precedentemente descrìt- 
.. to nel semicerchio BAC : dico che rivolgendosi i se- 
igoicerchi BAC , EDF una co' 'semipoligoni BGHIAC , 
ÉKLMDF in essi compresi dintorno a' rispettivi dia- 
metri BC 9 EF , si genereranno da que' semipoligoni 
du^ «ÓUiii , i quali sa.rwAO V uno all' altro ia ' triplica- 
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ta fagìone di quella del diametro BC air altro EF. 
Da' centri O , V de' cerchi a' punti G , K delle di- 
visioni si tirino i raggi OG , VK 5 e da' punti G , K 
si tirino le perpendicolari GN ,' KP a' diametri CB , 
FÉ. E poiché quella parte eh' è 1' angolo GOB di quat* 
tro retti dintorno al centro O , la stessa è l' angolo 
KVE de' medesimi quattro retti dintorno al centro 'V; 
perciò sarà l' angolo GOB uguale all' altro KVE 5 e 
quindi ciascuno degli angoli alla hase del triangolo iso- 
scele GOB sarà uguale a ciascun di quelli alla Base 
dell'altro triangolo isoscele KVE*. Adunque sarà l'an-*5.t3a.l. 
gelo GBN uguale all' altro KEP ; ma è pure l' angolo 
retto BNG uguale all' altro EPK : quindi i triangoli 
BNG , EPK saranno simili ^ e perciò, dal loro rivolgi- 
mento dintorno alle BN , EP si genereranno due coni 
simili'' , e r un di questi starà all' altro in triplicata *<^-a4-3^^- 
ragione di GN a KP% o di OG adVK, o di OB adMa.XlI. 
VE. Or giungansi le OH , VL , si prolunghino le HG, 
LK sino a' diametri CB , FÉ in S , T , e da' punti H, 
L si tirino a' diametri suddetti le perpendicolari HQ , 
LR. Ed essendo T angolo BOH uguale all' angolo EVL , 
perchè T un di essi è doppio dell' angolo GOB , e 
\ altro di , KVE ^ die poc' anzi si sono dimosti'ati 
uguali ; ed è inoltre 1' angolo OHG uguale all' ango- 
lo VLK , sarà il rimanente angolo OSH del triangolo 
OHS uguale al rimanente angola VTL dell' altro tri- 
angolo VLT, Laonde i due triangoli HQS, LRT ret- 
tangoli in Q , R saranno simili ^ e perciò anche simili 
saranno i coni che essi generano rivolgendosi intorno 
a QS , RT 5 e r un di questi starà all' altro in tripli- 
cata ragione di HQ ad LR* , o sia di HO ad VL , o*>11».Xll. 
di GB ad VE. Ma per esser simili tra loro i triango- 
li GNS , KPT , sta il cono generato dal primo nel ri- 
volgersi dintorno ad NS a quello che genera il secon- 
xivolgeudosi dintorno à PT j in triplicata ragione di GN 
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a KP , • di OB ad VE. Adanqxie stari il cono de* 
scritto dal triangolo HQS a quello che descrive Paltro 
triangolo LRT , come il cono generato dal triangolo 
GNS al cono generalo dal triangolo KPT^ e permu- 
tando e dividendo starà il solido generato dal trapezio 
JBQN6 rivolgendosi dintorno al lato NQ al solido ge- 
nerato dal simile trapezio LRPK rivolgendosi dtntor- 
>no ad RP , come il cono generato da GNS a quello 
generato da KPT , e quindi in triplicata ragione di 
OB ad VE, 

SimUmente, tirate da^ punti I, M su i diametri BC, 
£F le perpendicolari IX , MY , si dimostrerà che i 
solidi descìitti dal rivolgimento de* trapezj IXQH , 
AiYRL dintorno a* lati XQ , YR sieno tra loro in tri- 
plicata ragione di OB ad VE ; e cosi inseguito. Adun- 
que essendo le ragioni del cono descritto dal triangolo 
BN6 al conoL descritto dal triangolo EPK , e quelle de^ 
solidi descritti daVorrispondenti trapezj HQNG, LRPK; 
IXQH , MYRL ; lAOX , MDV Y rispettivamente u- 
guali alla triplicata ragione di OB ad VE ; sarà anche 
il solido generato dalP intero semipoligono BGHIAC 
•nel rivolgersi dintorno a BC a quello che si genera 
dall'altro semipoligono EKLMDF rivolgendosi dintor- 
« »* V. no alla £F , in triplicata ragione di OB ad VE'" , o 
di CB ad FÉ. 

Che perciò, se la circonferenza ec. G. B. D. 



PROPOSIZIONE XYin. 

JCtf 5/Siv «ono tra loro in triplicala ragione di queU 
la de* diametri. 

♦ 

Steno le sfere descritte dintorno a* diametri BC,EF,/;* 57; 
da* «emicereliì BAG , EDF : dico che la sfera che ha 
per diametro BC stia a quella che ha EF per diame«^ 
tro in triplicata ragione di BC ad EF. 

Se non è cosi ^ la sfera che ha per diametro BC ad una 
sfera minore di quella che ha EF per diametro, o ad 
una maggiore serberà triplicata ragione di BC ad EF ; 
sia primieramente questa ragione < triplicata uguale a 
quella deUa sfera che ha per diametro BC ad un* 
altra minore di quella del diametro EF, e quindi 
desQptta da un semicerchio ec^/* minore dell* altro EDF, 
e che suppongasi avere lo stesso centro di questo. 
Sì divida continuamente per metà la semicisconfe* 
EDF , finché si pervenga ad inscrivere nel semicer- 
chio EDF la metà EHDIF di un .poligono di uh 
numero pari di lati uguali , il quale non tocchi 
il cerchio minore edf* \ e poi si divida continua- *'6.XII, 
mente per metà \ altra semicirconferenza BAC tante 
volte , quante volte si è cosi divisa la semicircon- 
ferenza EDF : si verrà in tal modo ad inscrivere 
anche nel semicerchio ABC la metà BKALC di un 
poligono di un numero pari di lati uguali simile a 
quello di cui EHDIF era metà. Or se i due semipo- 
ligoni BKALC 9 EHDIF s'intendano rivolgersi insieme 
co' semicerchi ne' quali sono inscritti, e con l'altro edf 
intomo a' ri spettivi diametri, si verranno da queS^nu- 
poligoni a descrivere du# solidi inscritti nelle sfere , 



che si generano in tal rivolgimento da' semioerdbi BAC , 
EDF 'j e di più è manifesto , che il solido descritto 
dal semipoligono EHDIF non possa toccare la sfera die 
si descrive dal semicerchio edf. Laonde dovendo stare 
il solido descritto dal semipoligono BKALC a quello 
che descrive V altro EHDIF , in tripUcata ragione di 

*i7.XII«BC ad EF"^ ; e questa ragione essendosi supposto u- 
guale all^ altra della sfera che ha per diametro BC 
a quella che ha per diametro ef-j dovrà anche stare la 
sfera del diametro BC a quella del diametro ef^ come 
il solido descritto dal semipoligono BKALC alP altro 
che si descrive dal semipoligono EHDIF. Quindi sic- 
come la sfei*a del diametro BC è maggiore del solido 
descritto dal semipoligono BKALC , eh' è in essa ; co- 
si dovrebbe anche la sfera del. diametro ef esser mag^ 

* ^4* V.jgiore del solido descritto dal semipoligono EHDIF''^. 
Ma n'è minore, perchè questo la comprende: e ciò 
è impossibile. Non può dunque la triplicata ragione di 
BC ad EF essere uguale alla ragione della sfera del 
diametro BC ad un^ altra sfera minore di quella , che 
ha EF per diametro. E similmente si dimostrerebbe , 
che la ragion triplicata di EF a BC non può pareggiar 
1& r£tgione. della sfera del diametro EF ad un altra 
sfera. minore di quella, che ha BC per diametro. 

Dico inoltre , che non possa la ragion triplicata di BC 
ad EF essere uguale a quella della sfera del diame- 
tro BC ad una sfera maggiore di quella, che ha EF 
per diametro. Poiché s' è possibile sia questa nuova 
.sfera, quella , che si descrive dal semicerchio STV , 
^maggiore dell' altro EDF : starà invertendo la sfera de- 
.scritta dal semicerchia STV , cioè quella che ha per 
diametro SV , alla sfera che ha per diai^ietro BC , in 
. triplicata ragione di EF a BC. Ma la sfera , che ha 
per dianietr^o SV sta a quella che ha per diametro BC , 
come la sfera il cui diametro è £F ad un' altra sfera 




mhiore di qnella del diametro BC^ ; Adunque dovrebbe * 14, T% 
la triplicata ragione di EF , a BC pareggiar la ragione del- 
la sfera del diametro EF ad una sfera minore di quella 
t^e ha BG per diametro : la qual cosa si è già dimostrata 
impossibile. Quindi né anche può essere la triplicata 
ragione di BC ad EF uguale a quella della sfera, che 
ha per diametro BC ad un^ altra sfera maggiore di 
quella che ha per diametro EF. Si è poi dimostrato , 
che una tal ragione triplicata né pure poteva esser 
quanto quella della sfera del diametro BC ad una sfe- 
ra minore dell'altra il cui diametro è EF. Adunque 
dovrà necessariamente essere la sfera del diametro BC 
a quella del diametro EF , in triplicata ragione di 
BC ad EF. C. B. D. 

FINE DEL LIBRO XH. 
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L primo de^due Libri di Archimede snUtt Sfera « e 
snl Cilindro è , tra le noti poche Opere geomefrìche 
originali di^ questo divino ingegno , il solo che 
possa presentai'si alla prima istruzione de' giotani , 
che intraprendono la carriera geometrica. Esso forma 
la continuazione de' Libri XL e XIL degli Eie» 
menti di Euclide ,0- piuttosto è il complemento 
della teorica' sul Cilindro e sulla Sfera ^ che questo 
Geometra aveva cominciata a trattare nel Libro XII. ^ 
ordinando e ^ dimostrando alla sua maniera alcune 
importanti verità , che rigùardaiio il rapporto di tali 
solidi , e che erano state scoperte da Eudosso ^ coma 
si rileva dadla -lettera di Archimede a Dositeo , 
premessa al primo libro sulla Sfera e sul Cilindro ^ 
la quale è -stata restituita alla sua integrità v con 
alcuni manoscritti, dal Professore di ' Letteratora 
Greca Giacomo Moor, con l'assistenza del suo'col-* 
lega Roberto Simson. In nn tal Libro ArchimC'» 
de intraprende ad assegnare la misnra di questi so* 
Kdi , s\ per riguardo alla loro superficie , che^pcr rir 
Spetto alla solidità loi^o; ò che sieno interi, o pur 
tagliati con piani perpendicolari all' asse: finalmìeDtfli 
assegna il rapporto della Sfera al Cilindro circo? 
scritto, il qnal rappoi'to ritrovò esser' d'nguagliaiH 
za , tanto se si paragonano le superficie (* qnan* 
do nel Cilindro si comprendono lej due -basi ) 
quanto se si paragonino i volumi ^ solidiUi* Ed 
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ei restò sì pago -dt una tale scc^perta, che, antepo- 
nendola ad infinite alti*e importantissime da lui fatte , 
la volle per com^agiia fin nélta tomba. 

Queste verità Archimedee essendo state senza 
duLbio da lui rinvenute col metodo de' limiti , del 
^ale ei fece tanto uso^ e con tanto profitto, non 
p«)ti egli poi dimostrarle ricalcando il cammino d^ 
invenzione ; poiché vi avrebbe in tal caso dovuto 
includere la considerazione metafisica dell' infinito ». 
cbe agli aceupaii Geometri antichi dispiaceva non pò» 
€o , come lontana dal vero rigore : che perciò dovè 
servirsi di ripieghi indiretti ; e premettervi ancora 
BOn pochi lemmi. Or questi lemmi 9 e queste di* 
unostraxioni di Archimede, sebbene sieno di molta 
pregio presilo i Geometri, per gli molti tratti di 
sublimità d' ingegno , che vi si ravvisano ad' ogni 
passo, e meritino perciò di essere studiate e me^ 
4itote attentamente da' coltivatori della Geometrìa 
degli Antichi ; pure , non bisogna negarlo , non 
eran A facili a comprender e ritenersi da' giova- 
mi; e questa i^agione ha fatto allontanare tutti coloro , 
ehe hamno esposto un tal Libro di Archimede dal siste- 
ma di dimostrare da Ini tenuto. Ma la maggior parte 
di costoro ^ avendo adottate le teoriche dell'infinito^ 
si sono di gran lunga allontanati dal sistema elemen* 
K, conveniente ad un libro di geometrica istituzio- 
ne. Questìe ragioni mi fecero esitar lungainente sul 
ijHetódoche doveva adottare ; 'ma fortunatamente mi 
riesci carpire dal Libro XII. degli Elementi di 
Euclide nn principio del quale questi erasi pre* 
talso per la dimostrazione della Prop. XVIII. „ 
il quali» mi ba sonu&inistrato il mezzo di conciliar 
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te nelle verilli Ardiimedee la sempKcltà e faciUtà 
delle dim<lstra»oAÌ , eoi rigor goometoicQ^ dipesala 
pmna ed essenzial cos», a cui doveva aversi ci*' 
guardo. 

Conviene inoltre far osservare , che le s:^perfici« 
curve de' tre corph.rotondft, che Archimede trasnrutava 
speciosiissitnanietile in cerchi, le ho esibite in réi^^ 
tangoii : poiché in fai modo non solasaeate riesce pia, 
coniodo il servmetie nella pratica , ovb spesso sk 
ha bisogno dcilté )or# misura; ma anche era ciòi 
necessario y per preparare i giovaoi , i quali dchbo* 
no percorrere V kitera carriera^ delle Matemaiielie ^ 
air applicazione de' metodi sommaìorf alla quadiaiu-' 
ra delle superficie curve, ove non si possono gli 
elementi di quéste esprimere altrimenti , che secondo 
r esibizione che ha data. Aggiungasi benanche ^ cha 
in questo modo mi è riuscito più facile F applicar* 
vi per le dimostrazioni ^ei piincipio Euclideo ^ 
del quale qui sopra ho parlato* AfSnchè però i( 
giovane, imbattendosi a leggere le Opere di Ar-^ 
chimede ( come deve necessairiamente fare volen- 
do progredire nella Geometria degli Antichi, a 
perfezionarsi colla eotiQsoenza dt' loro metadi ) 
non concepisse il minimo dubbio p^ tal diver*« 
sita di esibizione delle superficie di que' solidi.^ 
ed anche perchè sì maravigliose trasformazioni 
Archimedee non fossero affatto dimitniicate « h^ 
rapportato in uno Scolio a eiascdno di queTeoreiìii 
la corrispondenza che t' era tra le mie. esibizioni i 
e quelle del Geometra Siraetlsano , ridurenda facil- 
inente le une alle altre. Dii tntto ciò ognimo rile- 
verà facilmente , che il preseala Libfia suUa Sfer^ 
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e* sul Giliadro non ha di ArchimeiJe <he te «ola 
verità > mentre il modo di enunciare. Ja maggior, 
parte di esse ; e quello eh' è più . quasi tutte l^e di- 
mostrazioni, sono interamente diverse dalle Archi» 
medee. . , . 

Siccome Archimede non avea esibite le superfieie^ 
de' corpi rotondi per mezzo di figure rettilinee ^ 
COSI tralasciò ancora di recar iie'.suoi Teoremi la 
riduzione delle loro solidità à qiielle di solidi ter- 
minati da piani ^ contentandosi solamente d' indica- 
re il rapporto , che v' era tra loro , e completan- 
do COSI in certo modo ciò , che aveya ìutrapreso a 
fare Euclide nella Proposizione lò. del Ljbro XII 
de' suoi Elementi. Or è chiaro , che da tali ridu* 
2Ìoni non si poteva ricavare verun vantaggio per 
Id pratica; e perciò io vi ho aggiunto un teoiema, 
nel quale ho stabilito il rapporto tra una piramide 
ed un cono ; dal quale poi facilmente si derlya la 
riduzione del Cilindro , e- delta Sfera ad un solido 
terminato da piani. 

L' ahro Libro di Archimede sebbei^e tratti del^ 
fe stesso argomento che il precedente, non \ pero 
yn Libro elementare, che perciò non vi era biso- 
• gno, né- si poteva, anche pei* ragion di metodo recar- 
lo in queste nostre Istituzioni. Esso è nn di quc' 
libri geometrici destinati al perfezionamento della 
Scienza; e quindi necessario a studiarsi da coloro 
chq vogliono progredire nell'Analisi Geometrica de- 
gli Antichi. 

Le ricerche che vi si trattano sono le seguenti. 

I^. Ritroviare una- Sfera uguale ad un co- 
no y o ad. un .ciiir%dKQ dato. ^ 
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' TP^ A qual cono sia uguale una qualw9- 
q uè foniohe di sfera. 

in^. Dividere una sfera data in modo coti 
un plano , che le due pani della superficie di 
"essa Hieno in data ragione. 

IV®. O pur sieno in data ragione i due 
segmenti sferici ne' ijuali la sfera resta divisa 
dal piano. 

V*. Date due porzióni sferiche , costituirne 
una terza simile ad una delle date^ ed uguale 
alt àUra. 

VP. Date due porzioni sferiche di una stes^ 
sa sfera'o pur 'di sfere diverse; costituire una 
terza porzione sferica sinUle ad una delle daie^ 
e che abbia la sua superficie' uguale a quella del-^ 
ì altra. 

VIP, Troncare da una sfera una porzione 
sferica che abbia ragion idata al cono che ha 
la stessa' base e la medesima eUtezza ditalpor^ 
zionCn ' •" 

VIIP. Se una sfera si se^i con un piano 
che non passi per Ip cèntro ; la porzione mag* 
giore stara alla minore in minor ragione della 
duplicata della superficie di quella alla super- 
ficie di' questa. 

IX^. La mezza sfera è la massima ditutt^ 
le porzióni sfeiiche della medesima superficie. 

Or da tutte queste ricerche importanti, come 
Ja sola loro enunciazione anche lo mostra, noi ab* 
hiamo estratta solamente la secondacela quale fornica 
una continuazione colle ricerche del Libro I^. , € 
r abbiamo in questo inserita , esibendo però il seg* 
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altezza da quello assnoto d».A|dumede , e ridocen- 
do poi ia Dosift eiih^iiat» ali* Arcbnedea nello 
Scolio a tal Proposisiow : a di que$to operato ne 
lenderemo ragione nella Nota fio tal Proposizione. 
Come anche per ragion di metodo ablnamo do 
Tuto es trarre dal Libra deOa Miwna ou Cebchio h 
Proposizione che assegnava Taja di questa figura per 
un triangolo; perchè, per la nostra maniera di esporre 
le verità Arcbimedoe fiulla Sfera e sul Cilindro , tal 
Yerità diventava fondamentale, ed abbiamo dovute 
inserirla in principio di questo nostro presente là^ 
bro. Le rimanenti ricerche poi a farsi per la misiH 
ra del cerchio, che sono di pura approssimazione t 
e geometrico-aritmeticbe , es6eazìali p<9b a ridurre 
in pratica le verità contenute nel Libro di Archh 
sulla Sfera e sul Cilindro di cui sono perciò una 
necessaria ennlinuasione , le abbiamo esibite , se* 
gueodo Archimede stesso, in un Libro separato. 
£ siccom*? dopo tante appoisimazioni a grandi , che 
si sowì ritrovate par la quadratura del cercUo da'mo- 
derni Geometri , sarobbe slato poco conveniente , che 
io avessi ritenuta quella di Ardiimede ; .-pvdò ho 
cercato tra le ultime quella , die fosse pi^-energi'« 
ca , e per la quale non vi fease bisogno , che di 
Soli artifiz) dementar! di Geometria, e di Aritme- 
tica ; e questa mi è sembrata esser quella dell* ilio- 
atre Geometm Giacomo Gregmy, dm ho esposta 
in una maniera semplicissiaM » e nello adattata ai* 
le «sentì de' giovani» 
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'e da un punto della circonferenza del semicer- 
cliio generatore della sfera si abbassi la perpendilco- 
lare al diametro ; ciascuno di que^ solidi , che , nel ge- 
nerarsi la sfera , "vien descritto da uno de' due semi- 
segmenti circolari , ne^ quali resta diviso il semicerchio , 
si dirà segmento sferico : e V altezza del segmento sfe- 
rico sarà quella parte del diametro , che gli corrispon- 
4de nel semisegmento circolare , che lo genera. 

II. Il settore sferico è quel solido 9 che si descrìve 
da un settore circolare , il quale si rìvol^ dintorno ad 
uno de^ suoi raggi immobile , finché rìtorni dove co* 
minciò il suo moto. 

Un tal solido è composto da un segmento sferico ài 
quale sia aggiunto , o pur ne sia tolto quel cono la 
cui biase è il cerchio , ch^ è base di esso segmento , ed 
il vertice è il centro della sfera. 

IH. Il rombo conico è quel solido , che sì descrive 
da un triangolo qualunque , il quale si rivolga dintorno 
ad un suo lato , che comprende angoli acuti con cia- 
scuno de^ rimanenti. 

x4 
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È chiaro, cbe un tal solido sia composto da due 
coni , i quali hanno la base comune , ed i loro assi per 
dvitto» 

^2^. PRINCIPI. 

I. La linea retta è la più breve di quante linee si 
tirano da un punto ad un altro. 

II. Le due tangenti , che da un punto preso fuori 
di un cerchio si conducono al cerchio , sono maggiori 
dell^ arco circolare che resta tra i contatti. 

ui. Il piano è la minima di tutte le superficie , che 
hanno gli stessi termini. 

IV. Se due superficie comunque composte da altre 
-superficie curve , o piane , sieno concave verso uno 
•tesso piano , nel quale hanno comune il loro termine; 
di esse sari sempre minore quella , eh' è compresa ^ 
tuttodié avesse coll^ altra una parte comune. 

PROPOSIZIONE L 

TEOREMA» 

jSe s^inserivaun poligono in un cerchio \ il perimetro 
dtl poligono i minore della circonferenza del cerchio. 

Ciò è chiaro \ poiché ciascun lato di un tal poligona 
^ pr. L è minore dell^ arco che da esso é sotteso *. 
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PROPOSIZIONE D. 

TEOREMA. 

Se si circonscriva un poligono ad un cerchio \ il pe» 
rimetro del poligono circonscriiio è maggiore, della cir^ 
conferenza dèi cerchio. 

Al cerchio BFL si clrconscriva il poligono AKGEC tfy. 5tw 
dico che il perimetro di un tal poligono sia maggiore 
della circonferenza del cerchio. 

Poiché le tangenti BA , AL sono maggiori dell' ar-* pr. a.. 
€0 BL , eh' è tra i contatti^ ; e similmente le tangenti 
BC , CD sono maggiori dell' arco BD j le DE , EF 
maggiori dell'arco DF ; le FG, OH maggiori dell'ar- 
co FH ; e le HK , KL maggiori dell' arco HL i perciò» 
l'intero perimetro del poligono è maggiore deUa cir» 
conferenza del cerchio. C. B» D» 

PROPOSIZIONEUL 

T E O^ a B M A» 

• # 

Ogni cerchio è i^^uale al iriangoìo^ reHangoto y. ^ST ^. iVl 
€ui un laio intorno alV angolo retto rappresenti la cir* 
conferenza del cerchio ^ e V altro sia uguale al raggia.. 

Sia il cerchio ABCD descritto» col raggio OA ^ ed M- ^3 
intorno al centro O ^ ed un lato XY , che comprende 
r angolo Tetto X del triangolo rettangolo ZXY rappre- 
senti la circonferenza del cerchio ABCD ^ 1^ altro lato 
ZX sia uguale al raggia OAr dico che ^esto triwigo-- 
lo ZXy sia ugnale al cerchio ABCD» 

Poiché se il triangolo ZXY non è ugnale al cerchi» 
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ABCD , dovrà pareggiare un cerchio minore di ABCD, 
o pur maggiore. Suppongasi prioieramente uguale ad 
un cerchio minore di ABCD , e sia questo V altro , 
£ibcd descritto dintorno allo stesso centro O. S* inserì*^ 
va nel cerchio maggiore ABCD un poligono AEBFCD 
di un numero pari di lati uguali , il qual non tocchi 

Ì0.XII» il cerchio minore abcd* \ è chiaro che se dal centro 
O si tirino i raggi a' vertici degli angoli di questo pò* 
ligono , resterà esso diviso in tanti triangoli , quanti 
sono i suoi lati . E poiché le perpendicolari , che dal 
centro O si abbassano su i lati uguali del poligono 

«ij^.UI. inscritto nel cerchio , sono uguali^ 5 perciò que' trian- 
goli saranno tutti ugualmente alti \ quindi la somma 
loro , cioè il poligono , dovrà essere uguale ad un solo 
triangolo , che abbia per base la somma delle basi di quel- 
li , cioè il perimetro del poligono , e per altezza la 
OP , loro altezza comune, E poiché la circonferenza 
del cerchio ABCD è maggiore del perimetro del poli- 
gono AEBFCD inscritto in esso , si potrà pereiò taglia- 
re dalla XY la X/ uguale a questo perimetro : si* 
milmente si prenda sulla XZ la Xx uguale alla OP , 
eh* è minore del raggio OA , o sìa di XZ , e poi si 
congiunga la zy ] saxà il triaugok) zXy uguale al poli, 
gono AEBFCD. Ma questo triangolo è minore dell' al- 
tro ZXY y che sì è supposto pareggiare il cerchio abcd \ 
quindi dovrà esser anche il poligono AEBFCD minor# 
di uu tal cerchio ; che non può essere. E perciò non 
può il triangolo ZXY essere uguale ad un cerchio mi- 
noie di ABCD. 

Or dico che né anche possa quel triangolo ZXY pa- 
ra jgiare un cerchio GHKL maggiore dell' altro ABCD . 
PoicLè se lo può , suppongasi quel cerchio descritta 
diutoruo allo stesso centi*o O , e s^ insoinva in esso il 
po]i{j;ouo GMHNKL di un numero pari di lati ugua- 

^6*Xli. li., che non tocchi il cerchio minore ABCD. E poi* 
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ehè il perimetro di <{uesto poligono è maggiore àA 
perimetro di quell* altro simile ad esso , che si po- 
trebbe circonscrivere al cerchio ABCD ^ e questo i 
maggiore della circonferenza del cerchio ABCD , e 
quindi della XY ; sarà perciò anche il perimetro del 
poligono GMHMKL maggiore della XY. Ciò posto 
si prolunghi questa XY in T , finché la XT sia . ugua- 
le al perimetro del poligono GMHNKL 5 e prolungata 
anche la XZ in R , finché la XR sia uguale alla per- 
pendicolare OQ , che dal centro O si abbassa sopra 
un Iato del poligono GMHNKL , la quale é maggio- 
re del raggio PO , si congiunga la RT : sarà il triango» 
lo RXT uguale al poligono GMHNKL. Quindi sic- 
come il triangolo RXT è maggiore dell' altro ZXY , 
cosi anche il poligono GMHNKL dorrebbe esser mag- 
giore del cerchio GHKL nel quale é inscritto : lo 
the ripugna. Laonde né pure può il triangolo ZXY^ 
essere uguale ad un cerchio maggiore di ABCD. Ma 
si è dimostrato , che non poteva, quel triangolo pareg- 
giare un cerchio minore dello stesso cerchio ABCD j 
dovrà perciò essere uguale a questo cerchio. G. B. D. 

Scolio. 

I lati XY, Xy intomo all^ angolo retto X de* 
due triangoli ZXY , zX.y rappresentino le circonferenze 
éi due cerchi , e gli altri due lati XZ , Xz , che sono 
anche dintorno allo stesso angolo , siano rispettivamente 
uguali a' raggi degli stessi cerchi^ saranno essi triangoli 
ZXY , zZy uguali a^ cerèhi de* raggi XZ , Xz'^ : quindi • p, 3. 
siccome questi cerchi sono tra loro come i qua*drati 
de' diametri , o pur de' raggi XZ , Xz* 5 perciò dovrà • a.XU. 
anche stare il triangolo ZXY al triangolo zX^, come 
il quadrato di XZ a quello dì Xz . Ma i triangoli ZXY, 
sXy sono rìspettivameinte le metà de^ rettangoli di ZX 
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In XY , e eli zX in Xj^ ; quindi sari pure il rettango^ 
Io di ZX in XY a quello di zX in X^, come il qua» 
drato di ZX a quello dì «X ; e permutando stari il 
^ttangolo di ZX in XY al quadrato di ZX j come il 
Rettangolo di zX in Xj^ al quadrato di zX , cioè starà 
* i.YI. XY a ZX , come X/y a zX.* i e dì nuovo permutando 
XY ad X^ , come ZX a zX . Vale a dire 

Le circonferenze de* cerchi sono tra loro come i 
raggi. 

PROPOSIZIONE IV. 

TEOREMA. 

Se in un cono s* inscriva una piramide a base equi^ 
taiera ; la superficie di questa piramide , senza la base f 
i uguale ad un triangolo rettangolo di cui un lato 
dintorno ali* angolo retto sia uguale al perimetro della 
base della piramide , e V altro luto sia quanto V altez^ 
%a di uno de" triangoli uguali^ che formano la detta 
superficie. 

f$. 60. Sia il cerchio B AC la Lase di un cono » e 1 retti* 
lineo equilatero BAC inscritto in questo cerchio dinoti 
la base della piramide inscritta nel cono \ e sia inoltre 
il triangolo rettangolo £F6 , di cui un lato FG in* 
torno air angolo retto è uguale al perimetro del retti* 
lineo BAC , e P altro lato FÉ è quanto T altezza di 
uno de' triangoli uguali, che contengono quella pira- 
mide : dico che questo triangolo EF6 pareggi la su* 
perficie di ta) piramide , senza la base. 

Poiché sono uguali ì lati del rettilineo ABC \ per^ 
ciò i triangoli òhe contengono quella piramide saranno 
perfettamente uguali \ e per conseguenza ayranno an- 
che uguali le loro i^te^ze \ e ^ia^cunà di queste v^n^ 
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Cappresentata dalla FÉ. Laonde se la FG si divida 
nelle FH , HK , KG uguali alle AB , BC , CA , e si 
dongiungano le EH , EK , EG ; i triangoli FEH, HEK^ 
KEG avendo la stessa altezza d i quelli , che contengono 
la piramide , gli saranno uguali : perciò la somma di 
questi , cioè la superficie della proposta piramide ^ sen* 
za la base, dovendo pareggiare la somma di quelli^ 
sari uguale al triangolo EFG. C. B. D. 

PROPOPOSIZIONE V. 

T E O R E JI A. 

Se i punti , né" {piali due Ioli di un cono ineon» V, 
frano la circonferenza della base , si congiungano com 
una linea retta j n" emergerà un triangolo y che sarà 
minore della superficie conica y eh! ei sottende- 

N, B, Chiamasi lato del cono 1* ipotenasa del triangolo rettane 
gelo generatore di questo solido , qualunque sia il luogo , or' ella 
si ritrovi in una tal genesi. £ sarà facile , dopo ciò , il supplirò , 
per r intelligenza deU' enunciazione del seguente teorema , la defini- 
sione del tolto del cilindro. 

Sieno DA , DC due lati del cono BÀCD , ed i punti ji^^ e^^ 
A ) C ne^ quali essi incontrano la circonferenza BAC si 
congiungano colla AC : dico che il triangolo ADC sia 
ttkiore della superficie conica , ch^ el sottende» 

Sia una tal superficie quella , eh' è rappresentata 
4alla ABGD. Si seghi T arco ABC per metà in B , é 
si uniscano le AB , BG , BD : saranno i due triangoli 
$AD , BCD maggiori del triangolo ADC 

Imperocché se si costituiscano al centro d del fy;* Ca«. 
cerchio acb descritto col raggio da uguale a DA , i tre 
angoli mdb , bd9 f cdé uguali rispettivamente 9! U^ 
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altri angoli ADB , BDG , CDA , è chiaro die il punta 
e non potrà cadere in a \ perchè altrimenti i tre 
angoli adb , bdc , cde , e quindi i loro uguali in D 

^91. ZI. formerebbero quattro retti '^. Laonde T arco ce sari 
minore dell'arco cea. Ma poiché gli angoli ccifr, bda 

if 90.XI. insieme presi , sono maggiori dell' angolo cdè " : V ar* 
co cba dovrà pure esser maggiore dell' arco ce \ adun- 
que la corda ca dividendo la circonferenza nbce ìa 
due archi , ciascuno maggiore dell' arco ce , dovrà es- 
ier maggiore della corda ce di quesf altro arco. Or 
fti congiungano le ab ^ bc y ce , e là bd incontri la ca 
in m , gli dovrà essere perpendicolare \ perciò i due 
triangoli bdc , bda , che sono uguali , pareggeranno 
insieme presi il rettangolo di bd , loro base comune ^ 
in cut, altezza di uno di essi. E se si abbassi da d 
sopra ce la perpendicolare dn , il triangolo dee , ch^ è 
doppio dell' altro dnc , sarà anche uguale al rettangolo 
di dn base comune ^^1^ suo due metà ndc y nde in ne 
altezza di una di queste. Per lo che siccome cut si è 
dimostrata maggiore di cn, e che db è maggiore di 
dn , cosi il primo de' detti rettangoli sarà maggiore deir 
altro ^ cioè i due triangoli cdb , bda , o i loro uguali 
CDB y BDA , saranno maggiori del triangolo cde , o sia 
CDA : come si è qui sopra assunto. Ciò premesso si 
supponga essere il rettilineo H l'eccesso di.que'due 
triangoli su di questo ; sarà H o minore de' segmenti 
circolari AEB , BFG , o pure non minore. 

Sìa in primo luogo non minore. E poiché la su< 
perficie BAED composta dalla superficie conica AEBD, 
e dal segmento circolare AEB ha gli stessi termini , . 
che il triaQgolo ABD , sarà essa maggiore di questo 
||^f. 3. triangolo*. Similmente l'altra superficie BCFD compc^- 
sta dalla superfìcie conica BFCD , e dal segmenro BFC 
è maggiore del triangolo BDC. Adunque V intera su- 
perficie conica ABCP insieme co' segnv^nti circolari AEB, 
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BFC è maggiore dé^ triangoli ADB , BDC. Ma si è sup- 
posto , che io spazio H sia non minore di que* segmenti 
circolari ; quindi la superficie conica ABCD insieme 
con lo spazio H , è maggiore de' triangoli ADB , BDC, 
« perciò anche del triangolo ADC insieme con lo spa* 
alo H y la qual somma s'era supposta uguale a que* trian-» 
goli. Laonde , toltone di comune lo spazio H , sarà la ri-^ 
manente superficie conica ABCD maggiore del triangolo 

ADC. 

Sia adesso lo spazio H minore de^ segmenti circolari 
AEB , BFC. Si dividano per metà gli archi AB , BG 
in E , F , e si uniscano le AE , EB ^ BF , FC ; sari 
ciascuno de' triangoli AEB, BFC maggiore della metà 
del segmento circolare nel quale consiste ; e continuando 
a dividere in due parti uguali le metà degli archi AB, BC, 
dovrà finalmente pervenirsi a de' segmenti circolari minori 
dello spazio H "^ : sieno questi quelli , che insistano suIieVc a.XII 
linee rette AE , EB , BF , JFC , e si uniscano le DE, 
DF. E poiché la superficie EAGD composta dalla su- 
perficie conica AGED, e dal segmento circolare AGE, 
è maggiore del triangolo ADE ; e che l' altra superficie 
BEMD è maggiore del triangolo EDB.; sarà perciò 
tutta la superficie MBEAGD , che compcnesi dalla 
superficie conica AEBD , e da' segmenti circolari AGE, 
EMB , maggiore de' triangoli ADE , EBD . Laonde 
essendo i triangoli AED, DEB maggiori del triangolo 
ABD ; la superficie MBEAGD sarà molto maggioro 
del triangolo ADB . Per la stessa ragione anche la 
superficie KBFCLD è maggiore del triangolo BDC ; 
quindi le^ due superficie MBEAGD , KBFCLD , cioè 
la superficie conica ABCD , insienae co' segmenti cir- 
colari AGE , EMB , BKF , FLC , sarà maggiore de* 
triangoli ABD , DBC. Ma questi ti-iangoli sono uguali 
al triangolo ADC insieme con io spazio H ; e que'seg- 

ffienti • che abbiamo nominati • sono minori di ess« 

li 
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spazio H : perciò la rìmaDente superficie conica ÀBGD 
è maggior^; del triangolo ADC. C. B. D« 

Cor. Qui udì se s* inscrìva in un cono una piramide ; 
la superficie di questa è minore della superficie del conOy 
non considerandovi le loro basi. 

Poiché ciascuno de^ triangoli , che comprendono la 
piramide è minore della superficie conica | eh* esso 
sottende. 

PROPOSIZIONE VI. 

T E O R E K A* 

Se al cerchio , cW è base di un cono <, si tirino due 
tangenti , le quali s" incontrino fra loro 5 £ triangoli , 
che avranno per basi queste tangenti ^ e per uertice quello 
del cono , saranno maggiori della superficie conica y 
che da essi si comprende* 

jSr. 63. ^ì^ il cerchio ACB la Base di un cono , che ha 
per vertice il punto E , e ad un tal cerchio si tirino 
le due tangenti AD , CI) , le quali s^ incontrino in E^ 
e si uniscano le AE , DE , £C : dico che i triangoli 
AED , DEC sieno maggiori della superficie conica 
ABCE contenuta da' lati AD , DC del cono , e dall'ar^ 
co ABC. 

Si divida quest' arco ABC per metà in B , e per B 
si tiri al cerchio ACB la tangente GBF , la quale in- 
contri le AD, DC in-G, F; sarà questa tangente 
parallela alla corda AC tirata fra i contatti A , C ; 
poiché la perpendicolare , che dal centro O sì abbassa 
sulla AC , dovendo divider per mieta questa corda , e 
V arco ABC , eh' esso sottende , dovrà passare per lo 
punto B 5 ed esser anche perpendicolare alla tangente 
GBF : finalmente si congiungano le EF , EG. E poi- 
ché le FD , DG sono maggiori della FG 9 aggiuntevi à% 
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eonrane le AG , CF , saranno le AD , DC maggiori 
delle AG, GF , FC. Or la tangente AD è perpen- 
dicolare al raggio AO del cerchio ACB , e questo raggio 
è la comune sezione di un tal cerchio , eh' è base del 
cono , e del triangolo AOE , che lo descrive ; che 
perciò- la DA dovrà esser perpendicolare al piano del 
triangolo AOE * , e quindi alla AE, ch'esiste in Un taì*d4J[Xi 
piano *. Similmente si dimostrerà , che ogni altro lato 
EB , EC , ec. del cono sia perpendicolare alla tan- 
gente il cerchio ACB nel suo estremo , B , C , ec. 
Quindi i triangoli EAD , ECD , AEG , GEF , FEC 
hanno tutti la stess^ altezza , cioè il lato del cono ; e 
perciò i due primi staranno agli altri tre , come AD ^ 
DC ad AG , GF , FC 5 la qual cosa si dimostra facil- 
mente. Per lo che essendo le AD , DC maggiori del- 
le AG , GF , FC ; saranno anche i triangoli AED , * 
DEC maggiori de' triangoli AEG , GEF , FEC. Dinoti 
lo spazio H r eccesso di que' due primi triangoli su 
questi tre altri : potrà H esser minore de' trilineiAGB, 
BFC compresi dalle tangenti AG , GF , FC , e dagli 
archi circolari AB , BC tra i contatti , o pur non minoro* 
Sia primieramente H non minore di questi trilineii 
E poiché i triangoli AEG , GEF , FEC , ed il qua- 
drilatero AGFC compongono una superficie , è que- 
sta , e l'altra superficie, che si compone dalfe super- 
ficie conica ABCE , e dal segmento circolare ABB 
hanno gli stessi termini nel piano AEC , cioè i lati 
dei triangolo AEC , e sono entrambe rivolte colla loro 
concavità verso questo piano ] perciò sarà quella pri- 
ma superficie ma^gi^re della second»'^. Laonde t&ltone» *P^> i|i 
di comune il segmento circolare ABC, resterà la som* 
ma de' triangoli AEG, GEF, FEC , e dq'trilinei AGB, 
BFC maggiore dejla superficie conica ABCE. Ma lo 
spazio H si è Supposto non minore' de' trilinei AGB , 
BFC} ftdupque sarà am4ie la somuHi di que' tre* tma»% 
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^oli , e Mio spazio H maggiore della tuperficie epiik 
ca ABCE : perciò siccome que*tre triangoli insièmi» 
con Io spazio H erano uguali a* due triangoli AED p 
DEC ) cosi anche questi saranno maggiori della super- 
ficie conica ABCE. 

Che se lo spazio H si supponga minore de^ trilinei 
AGB j BFC } si dividano per meta gli archi AB , 
BC iie^ punti K, L, per gli quali si tirino al cerchio 
ACB le tangenti MN, XR^ queste taglieranno da essi 
tiiliuei AGB. BFC i tiiangoli MGK, XFR , che ne 
«ono più che la metà • Imperocché congiungansi le 
GB, AK , OG \ questa OG dividendo per metà Y an- 
golo AOB , dovrà pas5;are per Io punto K ^ ed essen- 
do AM uguale ad MK ed MK minore di MG, sarà 
anche AM minore di MG ;. quindi il triangolo GKM 

• i.VI. essendo maggiore deir altro MK^"^, è molto più che la 
toetà dd trilineo GKA : e così pure dimostrando , che 
il triangolo GKN , sia più che la metà del trilineo 
GKB , ne segue che V iutero triangolo MGN sia più 
che la metà del trilineo AGB. Similmente si dimo- 
stra che il triangolo XFR sia più che la mela del tri« 
lineo BFC* Se dunque si continuino a dividere per 
metà gli archi AK , KB , BL , LC , e si tirino le tan- 
genti al cerdiio ACB , si dovrà pervenire finalmente a 

^'•P'^^- de^ trilii ei minori dello spazio ìi\ Sieno questi i trili- 
nei AMK , KIVB , BXL , LRC , e si congiungano le 
ME , N£ y XE , RE. Si dimostrerà come poc^ anzi , 
che i triangoli AEG , GEF , FEC sieno maggiori de* 
triangoli AEM , MSN, NEX , XER, REC; poiché 
* Je hasi AG , GF , FC , di quelli , insieme prese , so* 
no maggiori della somma delle hasi AM ^ MN , NX , 
^R , RC di questi , e V altezza loro comune è il lato 
à^ì cono : e che la super6cie composta da* triangoli 
AEM , MEN , JVEX , XEK , REC , e dal rettilineo 
JkJ^lM^PiC, avendo gli «tt^ssi termini n«l piano AEG 
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Cdll^Utra superficie composta dal segmento circolart 
ABC j e dalla superficie conica ABCE , e comprenden- 
dola', ne sia maggiore. Che perciò togliendone di co* 
tnuue il segmento circolare ABC , resteranno i triango« 
li AEM, MEN, NEX, XER, REC insieme co' tri- 
linei AMK , KNB , BXL , LRC mag^ori della super- 
ficie conica AfiCE. Ma que^ trilinei si erano supposti 
xninbri dello spazio H \ quindi molto più la sonunt 
de' triangoli AEM , MEN , NEX , XER , REC , e di 
H , sarà maggiore della superficie conica ABCE ; per 
lo che di questa stessa dovrà essere molto maggiore la 
somma de' triangoli AEG , GEF , FEC , e di H. E 
finalmente siccome T ultima delie indicate somme è 
Uguale a quella de' due triangoli AED , DEC , cosi 
anche questa dovrà esser magi^iore della stessa super* 
ficie conica ABCD. C. B. D. 

CoK. 1 . Si rileva da ciò , che : La superbie di una pU 
ramide circonscriita ad un cono , è maggiore della su^ 
perfide del cono , non considerando le loro basi. 

Poiché si é dimostrato , che i due triangoli , che 
Jianno per basi le tangenti il cerchio base del , cono , 
le quali s* incontrano , e per vertice quello del cono 
sono maggiori della superficie conica , che resta tra essu 
£ cosi continuandosi a dimostrare , si conchiuderà ciò 
che si è enunciato* 

Cor. a. Di più , che : Ogni altra piramide , che abbia lo 
stesso vertice di un cono ^ e per base un poligono simile f 
similmente postò , è maggiore di quello , c/i' è base della 
piramide circonscritta al cono sfesso , avrà la sua SU'* 
perfide maggiore di quella di un tal cono , non consir 
aerando le loro basi. 

Poiché è chiaro , che ciascun triangolo di quesf al- 
tra piramide e maggiore del corrispondente nella pira* 
alide circonscntU sX coao , per aver la base e V altewa 
maggiore. 
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PROPOSIZIONE vn. 

» 

TEOREMA. 

Se si eongiungano gli estremi corrispondenti di due 
lati di un cilindro ; n* emergerà un quadrilatero minore 
della superficie cilindrica y cli^ ei sottende* 

m 

/f. 63. Sia il cercbio AEB la base di un cilindro , e CFD 
il piano opposto ad essa. Sieno inoltre AC , BD due 
kti di questo solido , ed AB , CD le congiungenti i 
loro termini corrispondenti : dico che il quadrilatero 
ABCD sia minore della superficie cilindrica AEBDFC, 
di'ei sottende. 

Si dividano per metà i due archi AB , CD ne"* punti 
E , F , e si uniscano le AE , EB , CF , FD. E poi- 
cbè le AC , BD sono uguali , e parallele all' asse del 
* 9* 351. cilindro , saranno uguali, e parallele tra loro * 5 e' per- 
ciò la figura ABDC è un parallelogrammo , il quale è 
chiaro , che sia rettangolo , ed abbia la stess^ altezza 
del cilindro : e similmente si dimostra , che sieno pa- 
rallelogrammi rettangoli le figure AF , FB , e che ab- 
itano per loro altezza quella del cilindro. Laonde i 
tre rettangoli AF , FB , AD sono ugualmente alti z e 
perciò staranno i due rettangoli AF , FB , presi ìur 
sieme , all' altro AD , come le AE , £B alla AB. Ma 
la somma delle AE , £B è maggiore della AB : adun- 
que anche i rettangoli AF , FB saranno maggiori del 
rettangolo AD. Dinoti lo spazio H T eccesso di quelli 
su questo^ sarà un tale spazio H o minore da'* segmen*-» 
ti circolari AGE , £àB , CLF , FMD , o pur non mi* 
aore. 

Sia primieramente non minore. E poiché la super- 
ficie GEACFL composta dalla superficie càindrica y 
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ck* è tra le C A , FÉ , e da' segmenti circolari AGE y 
CLF , è maggiore del rettangolo ACFE con cui ha 
gli stessi termfni * , cioè le linee rette AC , CF ^ FÉ , ♦ pr. 4* 
EA : e che similmente 1' altra superfi(ie KE^DFM è 
maggiore del rettangolo EBDF ; perciò le due super- 
ficie. GÈ ACFL , KrEBDFM, prese insieme, cioè la 
supepfici^ cilindrica AEBDFC,cb'é sottesa dal rettan-* 
gelo ABDC, insieme co' segmenti circolari AGE, EKBy 
CLF, FMD, sarà maggiore de' rettangoli AF , FB. 
Ma questi rettangoli sono uguali all' altro ACDB in- 
sieme con lo spazio H : quindi la superficie cilindrica 
AEBDFC insieme con que' segmenti circolari , sarà 
maggiore del rettangolo ACDB insieme con H. È poi 
H maggiore de' segmenti circolari ^ perciò dovrà quella 
rimanente superficie cilindrica esser maggiore del ret« 
tangolo ACDB. 

Sia ora lo spazio H minore di que' segmenti circo^ 
lari. Si divida per metà ciascun arco A£ , EB , CF , 
FD , poi le loro metà dividansi anche in due parti 
uguali , e ciò si continui a fare , finché vi restino de^ 
segmenti circolari minori dello spazio H* : sieno que- ^* - 
sti quelli , che insistono sulle linee rette AG , GÈ , 
EK , KB , CL , LF , FM , MD. Dimostreremo , come 
nella parte precedente, che i rettangoli AL. GF, EM, 
MB sieno maggiori degli altri AF i FB , e che le su- 
perficie cilindriche , che sono comprese tra i lati AC , 
GL -, GL , EF ; EF , KM 5 KM , BD insieme co' seg- 
menti circolari , che hanno p^r corde le AG , GÈ , 
GÈ , EK , KB , CL , LF , FM , MD , cioè l' intera 
superficie cilindrica , eh' è tra le AC , BD , insieme 
con que* segmenti circolari, sia maggiore de^ rettangoli 
AL , GF , EM j MB , e quindi anche degli altri AF , 
FB , o sia del retta nsj^ole ACDB insieme con lo spazio 
H. Per lo che essendo que' segmenti circolari minori 
dello ^aaio 0^ dovrà la ziiiumeiite superficie- cilia- - 
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Anca AEBDFC esser maggiore del rettangolo ACBII* 
C. B. D. 

Cor. Quindi se s* inscriva un prisma ùi Min eiUndro\ 
la superficie del prisma è minore della ^perfide del cA 
ìindro^ non considerando le loro basi» 

Imperocché ciascun parallelogrammo, che compone 
la superficie del prisma , è minore , della supexficM CK 
lindrica , ch^ è costituita su di esso. 

PROPOSIZIONE vm. 

« s o a S M A» 

Se per gli estremi di due lati di un cUinàro , si 
Urino le tangenti tC cerchi ^ che sono le basi di fue- 
sto solido j le quali s* incontrino rispettivamente fra lo» 
TO \ unendo questi punii di concorso emergeranno due 
rettangoli maggiori della superficie cilindrica compre^ 
sa tra essi. 

Jlr* 64- Sia il cerchio ACB una delle hasi di nn cilindra^ 
e CG , AE sieno due suoi lati ; per gli estremi A , 
C 9 E y G de^ quali sieno tirate a* cerchi ACB , EGF , 
basi del cilindro , le tangenti AD , CD ; EH , GH ^ 
che i" incontrino rispettivamente fra loro in D , ed 
H ; e questi punti si uniscano con la DH : dico che 
ì quadrilateri DCGH , DAEH sieno due rettangoli , 
i quali insieme presi sono maggiori della superficie ci« 
lindrica , eh' essi comprendono , cioè di quella , ch^ h 
terminata da lati EA, GC, e dagli archi ABC, EFG. 
Si tirino le AC, EG fra i contatti. E poiché i la* 
ti AE, CG del cilindro proposto sono perpendico« 

*il.ai.XI.]ari al piano della sua base ACB* , dovranno i piani 
AH , HC condotti per essi , e quindi la loro interse* 

* i^Jl. «ione DH esser antohe perpendicolaro al piano ACB* : 



9CLLÌ SfERÌ e sul ClLIlfDRO. 12 1 

laonde la DH sarà parallela a ciascuna delle AE, CG*. *6. XI. 
Ma è pure la AD parallela alla EH \, perché tali relt« 
«rono le comuni sezioni del piano EADH con quelli 
de' cerchi ACB , EGF , che sono paralleli* j adunque il *i6. XI. 
q^uadriJatero AEHD è un parallelogrammo ^ e tale sarà 
anche T altro DCGH ' ed è poi chiaro , che tali paralle* 
logrammi sieno rettangoli ugualmente alti , che il cilindro. 
Ciò posto , si dividano per metà gli archi ABC , EFG in B, 
F , e per questi punti si tirino a' cerchi ACB , EGF le 
tangenti KBL , IFM , e si congiungano le IK , LM : 
si dimostrerà come poc' anzi , che i quadrilateri E AKl ^ 
IKLM , LMGC sieno rettangoli ugualmente alti che 
il cilindro. E poiché le hasi DA ^ DC de' due rettan- 
goli DE , DG sono maggiori delle hasi AK , KL , LG 
de' tre altri rettangoli KE , KM , LG ugualmente alti 
che quelli ; perciò que' due saranno maggiori di questi 
tre . Sia lo spazio N V eccesso di quelli su questi ; sa- 
rà questo spazio N o minore de' trilinei CLB , BKA , 
GMF , FIE , o pur non minore. 

Sia in primo luogo non minore. E poiché la super- 
ficie, che &i compone dai tre rettangoli AI, IL, LG, 
e dai quadrilateri EIMG ', AKLC ha gU stessi termini 
nel piano E ACG con 1' altra superficie , che si com- 
pone dalla superficie cilindrica , eh"" è tra i lati EA , 
GC del cilindro , e gli archi EFG , ABC , e dai seg- 
menti circolari EFG , ABC 5 e che di più la prima , 
e la seconda sono entrambe coucaTe verso un tal pig- 
lio E ACG, e quella comprende questa^ perciò la pri- 
ma sarà maggiore della seconda * . Laonde togliendone • pr. 4* 
di comune i segmenti circolari ABC , EFG , resteran- 
no i tre rettangoli AI ,. KM ," LG insieme co' trilinei 
EIF , FMG, AKB, BLC maggiori della superficie ci- 
lindrica , eh' é racchiusa dalle EA , GC , e dagli ar- 
chi EFG , ABC. Ma lo spazio N si e supposto non 
iiiunqrtf di quei qiiattro triline^j quindi anche la 6om- 

i6 



ma destre rettangoli AI, KM, LG, e di N sarà maf» 
giore della stessa superficie cilìadrlca : e siccome quei 
tre rettangoli insieme con N pareggiavano i due ret- 
tangoli DE , DG , così saranno anche questi maggio- 
ri della «uperficie cilindrica ABCGFE. 

Che se lo spazio N si supponga minore de"* trilinei 
AKB, BLC, EIF, FMG; allora si dividano per me- 
tà continuamente gli archi AB , BC , EF , FG , e per 
gli punti di tali divisioni si tirino ad essi le tangenti, 
finché sì pervenga a de' trilinei minori dello spazio N. 
Suppongasi che questi siansi già ottenuti col dividere 
ima sola volta per metà gli archi AB, BC, EF, FG, 
• tirare ad essi le tangenti pe* loro punti medj : è egli 
chiaro, che unendo i punti corrispondenti degl** incon- 
tri di queste tangenti colle altre AK , KL , LG , £1 , 
IM, MG risulteranno tanti rettangoli ugualmente al- 
ti, a' precedentemente considerati , la somma de* ^jua- 
li insieme con quella de' trilinei compresi da que* loro 
lati che toccano i cerchi ACB , EGF , e dagli archi 
interposti tra essi si dimostrerà , come poc' anzi , che 
sia maggiore delle superficie cilindrica ABCGFE. E 
sostituendo a questi trilinei lo spazio N , che n' è mag- 
giore , sarà molto piìi la somma di que' rettangoli , e di 
N maggiore della stessa supei'ficie cilindrica ABCGFE. 
Ma la somma di que' rettangoli è minore dì quella 
de' rettangoli AI , KM , LG , come si vede ; adunque 
questa insieme collo spazio N^ e quindi i rettangoli 
AH , HC , a' quali gli imitimi tre rettangoli insieme con N 
sono uguali , dovranno esser maggiori della superficie 
cilindrica ABCGFE. C. B. D. 

Cor. 1. Quindi si rileva che: La superficie di un pri" 
sma circànscritto ad un cilindro è maggiore della su* 
perfide , del cilindro y non considerando le loro basi* 

Poiché si é dimostrato , che due rettangoli , che 
toccano un qilindro , ed hanno da. una parte un lato 



WTLLii Sfera e sxtl Cilindrò. li? 

^ftomune , e dair altra sono terminati da due Iati del 
cilindro, sono maggiori della superficie cilindrica, eh' 
essi comprendono 5 e cosi continuando a dimostrare ^ 
«€ ne conchiuderà ciò che si è detto. 

Cor. 2. Di più che: Ognialtro prisma che abbia Valtezza 
stessa di un cilindro , e per ciascuna sua base un retti" 
lineo simile , similmente posto e maggiore di quello ch'i 
base del prisma circonscritto al cilindro stesso , ai^à la 
sua superficie maggiore di quella di un tal cilindro. 

Poiché ciascun rettangolo,' che termina quest'altra 
prisma è maggiore del corrispondente nel prisma cir- 
conscritto al cilindro ; mentre la base è maggiore delle 
liase 9 e r altezza é la stessa. 

PROPOSIZIONE IX, 

T E O R E M À. 

La superficie di un cilindro senza le basi , è uguale 
gì Rettangolo contenuto da una linea retta , che rùppre^ 
Menta la circonferenza della base di un tal cilindro , # 
da UH lato di esso* 

Il cerchio ABCD dinoti la hase di un cilindro , il /*• ^ 
cui asse sia OV • che dinoterà anche un qualunque lato 
di un tal cilindro \ e sia il |:^ttangolo ZY contenuto dalla 
XY , che rappresenti la circonferenza del cerchio ABCD^ 
e dalla ZX uguale ad OV : dico che questo rettangolo 
ila uguale alla superficie di quel cilindro senza le basi. 
^ Poiché se il rettangola- ZY non è uguale alla super* 
ficie del cilindro , che ha per base il cerchio ABCD ^ 
e per asse OV , dovrà pareggiare la superficie di uà 
cilindro descritto con lo stesso asse , e che abbia per 
base un cerchio minore del cerchio ABCD , o pur 
maggiore. Pareggi ia primo luogo quella del cilindjro ^ 
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la cnl Lase è il cei^cliio abcd minore di A6CD , e con* 
centrico. S* inscriva nel cerchio maggiore ABCD un po- 
ligono AEBFCD di un numero pari di Iati uguali , il 
quale non tocchi il cerchio minore abcd^ e poi ^Intenda eret- 
to su di questo poligono un prisma dell' altezza del cilin- 
dro. E poiché il perimetro di un tal poligono è mmore 
• p» 1. della circonferenza del cerchio ABCD* , la quale si è 
rappresentata con la retta XY , si tagli da questa la 
X^ uguale a quel perimetro, e si compia il rettangolo 
iéy : sarà questo rettangolo , com' e chiaro , uguale alla 
superficie di quel prisma , e perciò maggiore della su- 

**.2.p 8. perficie del cilindro descritto sul cerchio abcd * , e 
quindi anche del rettangolo ZY , che si è supposto uguale 
a questa superficie cilindrica. Lo che ripugna. Non può 
dunque il rettangolo ZX pareggiare la superficie di un 
cilindro , che ahbia lo stesso asse OV del proposto , ed 
una base minore del cerchio ABCD. 

Sia dunque un tal rettangolo ZY uguale alla super- 
Scie di un altro cilindro anche descritto con lo stesso 
asse OV, ed avente per base il cerchio GHKL mag- 
giore di ABCD , e concentrico. S* intenda similmen- 
te inscritto in questo cerchio GHKL un poligono 
GMHNKL di un numero pari di lati uguali , il quale 
non tocchi V altro cerchio ABCD , e su di esso si erga 
J)OÌ un prisma dell' altezza OV , che verrà ad essere 
inscritto in quel cilindro. Ciò posto , poiché il perimeti^o 
del poligono GMHNKL è maggiore della circonferenza 

^ p. a, del cerchio ABCD* 5 e quindi anche della retta XY , 
che la rappresenta , sì prolunghi la XY in T , finché 
XT pareggi un tal perimetro , e compiasi il rettangolo 
ZT , sarà , come è chiaro , un tal rettangolo uguale 
rfllà superficie di quel prisma ; quindi minore della 

*a.^p.y, superficie del cilindrò descritlò sul cerchio GHKL* , e 
^er conseguenza del rettangolo ZY , che si è supposto 
uguale? a' questa. Lo che anche è un assurdo. 
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Laonde non potendo il rettàngolo ZY , contcnulo 
dalla linea , retta X Y , che rappresenta la circonferenza 
del cerchio ABCD , e dall' altra ZX , eh' è quanto la 
OV , essere uguale alla superficie di un cilindro che ha 
j>er asse OV , la cui hase sia un cerchio minore dì 
ABCl) , o pur maggiore ; dovrà necessariamente pa- 
ircggiàre quella del cilindi'o di questa base C. B. D. 

PROPOSIZIONE X. 

T E O RE M A, 

La superficie di un cilindro senza le basi sia ad 
Una ài queste , come il doppio lato del cilindro al raggiò 
di una sua base. 

Sia un cilindro che ahhia per asse la linea retta AC , fi;, 661* 
ed AE esprima il raggio della sua tasc : dico che dehhà 
stare la supei*ficie del cilindro ad uno de' cerchi , che 
ne sono le Lasi , come il doppio di AC ad AE. 

La linea retta AB rappresenti la circonferenza del 
raggio AE , ed essa si applichi perpendicolarmente alla 
AB nel suo estremo A , e si compia il rettangolo CB , 
che sarà uguale alla supei'ficie del cilindro * ; e se con- * p. 04 
giungasi la BE , il triangolo rettangolo EAB sarà uguale 
al cerchio eh' è la base di esso cilindro *. Or se si prò- * V* ^^ 
lunghi la AC , finché la AD ne sia doppia , e si congiunga 
la BD -, è chiaro , che il triangolo BAD pareggiando il 
rettangolo CB* , sia al par di questo uguale alla super- 
ficie del proposto cihndrò. Ma il triangolo DAB sta al 
triangolo EAB , come DA ad ÈA* , cioè come il doppio * i.T% 
dì CA ad EA. Adunque è vero, chela superficie del 
cilindro , che ha per asse CA , e per base il cérchio 
del raggio EA sta a questo cerchio , come il doppio 
deir asse , o sia di un lato del cilindro , al raggio della 
base. C. B. D. 
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^ Scolio. 

Fra CA » che dinota il lato del cilindro , e I» 
doppia A£ , cb^ è il diametro della base si ritrosi la 
inedia proporzionale M ^ sarà il quadrato di M ugualt 
al rettangolo di CA nella doppia AE,, e perciò anche 
all^ altro della doppia CA , cioè di DA in A£ ; giacché 
questi due rettangoli sono uguali , per ayer le basi re* 

t i4.yi. ciprocamente proporzionali alle altezze * : laonde sarà 
anche DA ad M , ^corne M ad AE ; e perciò DA ad 
A£ in duplicata ragione di M ad AE , o sia come il cer* 

<* A.XIL cbio del raggio M air altro del raggio AE *, E quindi, 
poiché AD sta ad AE , come il triangolo DAB al trian- 
golo EAB ; starà anche quel triangolo a questo , come 
il cerchio del raggio M a quello del raggio AE. Ma il 
cerchio del raggio AE é uguale al triangolo EAB ; 
poiché AB rappi^esenta la circonferenza di esso , ed AE 

•^ p. 3. é quauto il ^raggio *. Adunque anche jl triangolo DAB 
dovrà pareggiare V altro cerchio del raggio M. Ma quel 
triangolo si è detto essere uguale alla superficie del 
cilindro. Laonde : 

La superficie dì un cilindro , senza le basi , è uguale 
ài cerchio il cui raggio è la media proporzionale tra H 
lato di un tal cilindro , e 7 diametro della sua base* 

PROPOSIZIONE XI. 

T S O E E M ▲. 

La superficie di un cono , senza le base , e uguale 
al triangolo rettangolo , di cui un de* lati dintorno alV 
angolo retto rappresenti la circonferenza della base di 
un tal cono , e V altro sia quanto un lato di questo solido. 

f$* 67. Sìa il cerchio A6CD la base di un cono , ed OV 
il suo asse , VB un lato j e sia il triangolo rettane 
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igolo ZXV , di cui un lato XY intorno all' angolo rett<> 
rappresenti la circonferenza del cerchio ABCD , e 1' altra 
XZ sia quanto VB : dico che questo triangolo dehba 
pareggiare la superficie del cono ABCDN^ 

Poiché se un tal triangolo non è uguale alla super* 
ficie di questo cono ; potrà supporsi pareggiar quella 
di un altro cono descritto con lo stesso asse , e che 
abbia per base un cerchio minore di ABCD , o pur 
maggiore. Sia primieramente uguale alla supei^cie di 
quel cono , che ha V asse stesso OV , e per base il 
cerchio abcd minore dell' £(ltro ABCD , e descritto din* 
torno allo stesso centro O. S' inscriva nel cerchio mag- 
giore ABCD un poligono AEBFCD , di un nnmerò 
pari di lati uguali , il quale non tocchi il cerchio mi- 
nore abcd"^ \ e poi s'intenda su di questo poligono *i6.XIi( 
eretta la piramide , che ha per vertice il punto V , la 
quale veri'à ad essere inscritta nel cono ABCDV- Di 
poi dal vertice E di questa piramide su di un lato EB 
della sua base si abbassi la. perpendicolare VP , che 
sarà minore , com^ è chiaro , del lato VB del cono ; 
ìndi si taglino dalle XY , XZ , le Xj" , Xz rispetti- 
vamente uguali al perimetro del poligono AEBFCD , 
ed alla VP, e si congiunga la zjr ' sarà il triangolo 
zX^ uguale alla superficie della piramide AEBFCD V*. ♦ p. 4. 
Or la superficie di questa piramide è maggiore di quella 
del cono abcdY eh' essa comprende * 5 e si è supposto * ^' ^' 
che questa superficie conica pareggi il triangolo ZX Y : 
adunque dovrebb' essere il triangolo zX^ maggiore del- 
l' altro ZXY. Lo che ripugna. Non può dunque il trian- 
golo ZXY pareggiare la superficie di un cono descritto 
con r asse OV , e che abbia per base un cerchio mi* 
nore di ABCD. 

Sia dunque un tal triangolo ZXY uguale alla super* 
ficìe di un altro cono GHKL V , che abbia lo stesso 
Ésse OV I e la cui base GHKL sia un cerchio miag- 
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slore di ABCD , e coucentrico. S'inscriva nel cer* 
chio maggiore GHKL un poligono GMHJVKL di un 
numero pari di Iati uguali, il quale non tocclii il cer- 
cliio minore ABCD , e sopra un tal poligono s* inten-* 
da eretta la piramide , che lia per vertice il punto Y , 
la quale essendo inscritta nel cono GHKLV fivrà una 
* e. p.5. superficie minore di quella di un tal cono * cioè del 
triangolo^ ZXY. Ciò posto , dal vertice V di questa pi- 
ramide si abbassi su di |in lato MH della sua hase la 
perpendicolare VQ, che sarà, com'è chiaro , maggiore 
di VB lato del cono ABCDV ; e si prolunghino le XY ^ 
XZ in T , ed in R , finche XT pareggi il perimetro 
del poligono GMHNKL il quale è maggiore della circon- 
ferenza ABCD, e la XR pareggi la VQ : congiunta la RT^ 
6arà il triangolo RXT uguale alla superficie di una tal 
piramide , e perciò minore del triangolo ZXY. Lo che 
anche ripugna. Quindi il triangolo ZXY né pure può 
essere uguale alla superficie di un cono , che abbia 
l'asse OV, e per base un cerchio maggiore di ABCDp 
Ma si è dimostrato , che un tal triangolo né anche po- 
teva pareggiare la superficie di un cono il quale aves- 
se per asse OV , e per base un cerchio minore di 
ABCD- Adunque dovrà quel triangolo essere uguale 
alla supei-ficie del cono ABCDV. C. B. D. 

PROF O POSIZIONE XII. 

TEOREMA. 

La superficie di un cono , senza la base serba a 
Questa la stessa ragione , cke un lato del cono al rag^ 
gio della base. 

\ 68. Sia un cono , che abbia per lato la linea retta AD , 
ed A£ sia il raggio della sua base : dico che debba 
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it&re la superficie di questo cono , senza la base , ad 
«ssa base , come AD ad AE. 

Rappresenti la linea retta AB [la circonferenza del 
raggio AE, ed essa si applichi perpendicolarmente al- 
la AD , e si congiungano le DB , BE ; saranno ì tri- 
angoli DAB , £AB rispettivamente ugnali alla super- 
ficie del còno * , ed a quella della base di esso *► É * ^ 3^* 
quindi siccome questi due triangoli sono tra loro , co- 
inè AD ad AE ^ cosi sarà anche la supei'ficie di quel 
cono alla sua base , come AD ad AE , cioè come il 
lato del cono al raggio della sua base» C. B« D. . 

Scolio. 

Tra il lato AD <K un cono , ed il raggio AE della 
«uà base si trovi la media proporzionale M , starà AD 
«d AE in duplicata ragione di M ad AE* , cioè coiae *(Li9JVt. 
il cerchio del raggio M a quello, che hat AE per rag- 
gio*. Ma AD sta ad AE, come il triangolo DAB all'ai- * a.XII. 
tro EAB*: quindi anche quel triangolo starà a questo, * i.Vl 
come il cerchio del raggio M all' altro , che ha AB 
per raggio « E poi il cerchio del raggio AE uguale al 
triangolo AEB* . Adunque il cerchio del raggio M sarà * p. 8. 
uguale al triangolo DAB , cioè alla superficie di quel 
cono che poc^ anzi si è veduto esser rappresentata da 
questo triangolo. Laonde : 

Jja superficie di un cono , sema la base , è uguale 
al cerchio , che ha per raggio la media proporzionale 
il Udo di esso cono ^ e H raggio della base* 
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PROPOSIZIONE xm. 

T EOA BXA. 

ie un cono si seghi con un piano parallelo alla 
kase ' la superficie conica eh" è ira i piani paralleli 
Mrà uguale al rettangolo contenuto da quella parte 
del lato del cono , pfc' è trai piani snddetti ^ e da wC 
altra linea retta , che rappresenti la somma della me-' 
tà della circonferenza della base del cono , ,a della me^ 
tu del perimetro della sezione prodotta dal piano se- 
gante • 

fig. 69, Su il cono ABCD descritto dalla rivoluzione del 
triangolo rettangolo DOC intomo al suo lato DO , ed 
esso cono sia segato dal piano EFG pairallelo alla base 
ABC : dico che la superficie conica , eh' è tra i piani 
paralleli ABC , EFG sia uguale al rettangolo contenu- 
to dalla GC, e da un^ altra linea retta uguale alla som- 
ma della metà della circonferenza ABC , e della metà 
del perimetro della sezione EFG. 

Dal punto C si elevi la CH perpendicolare al latp DC 
del cono, ed uguale alla circojuferenza del cerchio ABC; 
poi si congiunga la DH , e per G si tiri 1 GK. parallela 
alla CH. Or il piano DOC segando i piani paralleli ABC, 
EFG fa parallele le comuni sezioni PG , OC di ^esso 

• 16.XI. con questi * : quindi T angolo DPG è retto al pari del 
suo interno ed opposto DOC \ e perciò il triangolo 
DPG rivolgendosi dintorno a DP descrive un cono, e 
PG descrive il cerchio che n' è la base. Laonde la se- 
zione EFG è un cerchio. E poiché per gli triangoli 
simili DCH , DGK sta , permutando , CH ti GK , come 
CD a DG , e quindi come OC a PG , o come la cir- 

^sp.t. conferenza del raggio OC a quella del raggio PG* : 
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perciò essendosi supposta la CH uguale alla circonferenza 
del raggio OC , sarà la 6K uguale a quella del raggio 
PG*. Laonde i triangoli DCH , DGK sono rispettiva-* 14. V.< 
mente nguali alle superficie de' coni ABCD , FEGD*; • p. 114 
e perciò la loro differenza , cioè il trapezio CGKH sarà 
Uguale alla superficie conica di' è tra i piani paralleli 
ABC , £FG. Ma se si tiri per K la KL parallela alla 
DC , e si unisca CK , è chiaro , che il trapezio CGKH 
èssendo uguale a^ due triangoli CKH , CGK , sia quanto 
la somma de^ rettangoli della metà di CH in LK , o 
CG , e della metà di GK in CG ^ e quindi uguale al 
rettangolo di CG nella metà di CH e GK , cioè nella 
metà delle circonferenze de' cerchi ABC , EFG. Adun- 
que a questo stesso rettangolo sarà anche uguale la su- 
perficie conica , eh' è tra i piani paralleli ABC , EFGt, 

C. B. D. 

Scolio I. 

Per lo punto medio M della CG si tiri la MN pa- 
rallela alla OC , o PG , e per G si tiri la GQ parallela 
alla PO , sarà RM la metà di QC , come V è GM di 
GC. Ma è pure NR la metà delle OQ , PG : laonde 
tutta la NM sarà la metà delle CO , PG ; e quindi la 
circonferenza del raggio NM sarà la metà di quella il 
cui raggio è la somma delle OC , PG , o sia delle 
circonferenze che hanno per raggi una la CO, e T al- 
tra la PG* : che perciò la superficie conica eh* è tra • s.pJti 
i piani paralleli EFG , ABC sarà uguale al rettangolo 
di CG nella circonferenza del raggio NM» 

s e o L 1 d n. 

Or Ira la CG e la somma delle OC, PG si ritrovi 
la media proporziofifale X , sarà CG ad X , come X 

a PG ed OC insieme , o comtt la circoxiierenza d«l 
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raggio X a quella cLe ha per raggio fa soBiBia delli 
•i. p, 5. PG ed OC* , o finalmente come quella del raggio X 
alla somma delle circonferenze che banuo una per 
raggio la PG e V altra la OC. Laonde sarà il rettan- 
golo di GC nella somma delle circonferenze de^ raggi 
PG , OC uguale air altro di X nella circonferenza del 
raggio X. Ma quel primo rettangolo è doppio della 
^ p. 23. superficie conica eh' è tra i piani paralleli ABC , EFG* , 
• p. 3. e 1 secondo è doppio del cerchio del raggio X*. Adun* 
que la superficie conica suddetta sarà uguale al cerchio 
del raggio X. Che perciò: 

Se un cono si seghi con un piano parallelo alla 
base , la superficie conica , ck* è ira i piani paralleli i 
uguale a quel cerchio , il cui raggio è la media proi 
porzionale tra il lato del cono , eh' è ira questi piani ^ 
ed una linea retta uguale a' raggi de" due cerchi che 
£ono in essi. 

PROPOSIZIONE XIV. 

TEOREMA. 

K* N4 Ogni cono è uguale ad una piramide , la quale 

abbia per base un rettilineo uguale al cerchio base del 
cono ^ e la stess"* altezza di questo solido. 

jfii yo* Sia il cerchio ABCD la Lase di un cono , ed OT 
il suo asse , o V altezza ; e la piramide PQRS ahbia 
per hase il rettilineo PQR uguale al cerchio ABCD , 
e la sua altezza PS pareggi la OV : dico che quel co- 
jìo , e questa piramide sieno tra loro uguali . 

Imperocché se la piramide PQRS non è uguale al 
cono , che ha per hase il cerchio ABCD , e per al- 
tezza la OV 5 si supponga pareggiare queir altro cono 
Ugualmente alto , che ha per Jsase il cerchio abcd n^r 
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iiore ai ABCI) , e concehtrico. S' inscriva nel cerchio 
maggiore *ABCD un poligono AEBFCD di un numero 
pari di lati uguali , nessun de' quali tocclii il cerchio • 
minore abcd 5 e poi sopra un tal poligono s^ intenda 
eretta la piramide inscritta nel tono proposto , che sa- 
rà perciò di uguale altezza all' altra PQRS 5 e quin- 
di dovrà stare quella a questa , come il ..poligono 
AEBFCD al rettilineo PQR* , o al cerchio ABCD,*6.xn. 
che si è supposto uguale a questo rettilineo : laonde 
siccome il poligono AEBFCD è minore del cerchio 
ABCD in cui è inscritto, dovrà anche là piramide, 
che ha per Lase il poligono AEBFCD e per vertice il 
punto V esser minore' dell' aitila PQRS , vale a dire 
del cono abcdY , il quale si è supposto uguale alla pi- 
ramide PQRS. Lo che è impossibile 5 poiché la pira- 
mide AEBFCDV comprende un tal cono. Non può 
dunque la piramide PQRS pareggiare un cono dell' al- 
tezza OV , che abbia per. base nn cerchio minore del 
cerchio ABCD. 

Si supponga in secondo luogo la piramide PQRS 
essere uguale ad un altro cono , che abbia la stess' al- 
tezza OV , e per .base il cerchio GHKL maggiore di 
ABCD , e concentrico. S' insci'iva pur^ in questo cer- 
chio il poligono GMHNRL di un numero pari di lati 
uguali , alcun de' quali non tocchi 1' altro cerchio ABCD; 
e su' di questo poh'gono si concepisca gretta la pira,- 
mide inscritta in quel cono. Ed essendo questa pira- 
mide uguale in altezza all' altra PQRS , sarà . quella a 
questa, come la base GMHNKL alla ba^e PQR% cioè ^e. XU, 
al cerchiò ABCD: quindi siccome il poligono GMHNKL 
è maggiore del cerchio ABCD y dovrà anche la pirami- 
de GMHNKL V ess^r maggiore dell'altra PQRS, o del 
cono GHKLV , 3I quale questa piramide si era suppo- 
sta uguale. Ma ciò non può essere 5 poiché la pirami- 
de GMHNKLV è inscritta in questo cono. Adunque 
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la piramide PQRS ne anche può pareggiare un cono 
dell^ altezza OV , clie abbia per base il cerchio GHKL 
maggiore di ABCD. Si é poc'anzi dimostrato , che non 
poteva pareggiare un cono della medesima altezza , la 
cui base fosse il cerchio ahcà minore di ABCD. Laon- 
de una tal piramide dovrà pareggiare il cono ABCDV. 
C. B. D. 

Cor. e perciò anche : Ogni cilindro è uguale al 
prisma y che fui per base un reUilineo uguale alla 
base del cilindro , e per altezza quella di un tal solido. 

Poiché 1' uno , e T altro di questi solidi sono rispet- 
tivamente tripli del cono , e della piramide , che hanno 
le stesse loro basi , e V altezza medesima. 

PROPOSIZIONE XV. 

TEOREMA. 

Se la base di un cono pareggi la superficie conica 
di un altro cono , e V altezza di quello sia quanto la 
perpendicolare che dal centro della base di questo cade 
in un lato di esso ] qué* due coni saranno uguali. 

j^. ^,. Sieno i due coni ABLC , DEMF , ed il cono ABLC 
abbia ia base BLC uguale alla superficie dell' altro co- 
no DEMF , e r altezza sua AG pareggi la perpendi- 
colare HK , che dal centro della base del cono DEMF 
si abbassa sopra un suo lato DE : dico che questi due 
coni sieno uguali. - 

Poiché essendo la base del cono ABLC uguale alla 
superficie dell'altro DEMP 5 dovrà stare la base del 
cono ABLC a quella del cono DEMF , come la super- 

• - y^ ficie di questo cono alla sua base*. Ma come, quella 

• 12 superficie conica a questa base , cosi sta DE ad EH* j 
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p fnttr DP; si4 HK , p«r esser siiuili i triangoli DEH, 
DHK^ , o finakiiente DS ad AG , che si è supposta * S. TL 
pareggiare HK. Quio4i come la base del cono ABLC 
f quella dell' altro DEMF , cosi sta V altezza DH di 
questo air altezza AG del primo ^ e perciò ì coni ABC , 
DEF aveudo le loro Itasi reciprocamente proporzionali ' 

alle altezze y saranno tra. loro uguali *. C. B. D* *nS,XOL 

PROPOSIZIONE XVL 

TEOREMA. 

Ogni rombo conico e uguale al cono la cui base i 
un cerchio uguale alla superficie di uno de* coni , che 
compongono il rombo ; e V altezza è quanto quella per^ 
pendicolare , che si abbassa sopra uno de'* lati di questo 
cono stesso dal vertice delV altro cono. 

Sia ABPCD un rombo conico, in cui il cerchio BPC /C* 7»4 
sia la base comune de' coni cHe lo compongono , ed 
AD il suo asse ; e si ponga il cono HGQK , che abbia 
la base GQK uguale alla superficie delP un cono ABPC 
componente il rombo conico , e V altezza HL quanto 
la perpendicolare DF , che dal vertice D dell'altro di 
questi C09Ì QBPC si abbassa sopra il lato AB del cono 
ABP(« : diqo che il cono HGQK. sia uguale al rombo 
conico ABPCD. 

Si -supponga ìh^ altro cono NMBiK , che abbia la 
ba3e MR& uguale al cerchio fiPG del rombo conico , e 
r altezza MO quanto la AD. E poiché il cono DBPG 
sta/ air altro ABPG , come DE ad ÉAr , sarà, compo* *i4Xff* 
nendo ) il rombo» conico ABPCD. al cono ABPC , come 
DA ad AE. Ma stature il cono NMRX al co^o ABPC,* 
come NO , o sia AD ad AE*. Adunque il rombo coni- * 14XII4 
QP ABPCD , e 1 cono NMIOL sevbaudo al cono ABPC 
la stes^'^ ra^one^ devvanno esseve- uguali tra- loro "^^ Or * 9' ^* 
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essendosi supposta la base del cono H6QK Uguale alli 
superficie dell^ altro cono ABPC ; doyrà stare la su- 
perficie di questo cono alla sua base , come la base del 
cono HGQK. a (juella del cono ABPC , o dell' altro 
I^MRK. Ma la superficie del cono ABPC sta alla sua 

• ^* 12. base , come AB a BE * , o pure come AD a DF , per 
esser simili i triangoli ABE , ADF , o finalmente come 
NO ad HL , le quali rette pareggiano rispettivamente 
le AD , DF. Adunque starà la base del cono HGQK a 
quella dell' altro NMRX , come V altezza NO di questo 
all'altezza HL del primo; e perciò essi coni saranno 

^i5.xn. uguali '^. Laonde essendosi dimostrato il cono NMRK 
uguale al rombo conico ABPCD : ancbe un tal rombo 
conico sarà uguale al cono HGQK. C. B. D. 

CoK. Si rileva dalla dimostrazione del precedente 
teorema , cbe due , o più coni i quali banao la mede- 
sima base pareggiano un sol cono , cbe ba la base stessa^- 
e per altezza la somma delle altezze loro. 

PROPOSIZIONE xvn. 

TEOREMA. 

Se un cono si seghi con un piano parallelo alla 
hase 9 e sul cerchio , che si ottiene da tal sezione s^in^ 
tenda descritto quelV altro cono , che ha per vertice il 
centro della base del primo , e poi il rombo conico che 
#1 compie da que'' due coni che hanno per base tal sezio^ 
ne si tolga dalV uUero cono ; il solido che rimane sarà 
uguale a quel cono la cui base è un cerchio uguale alla 
. superficie conica ^ eh'' e tra i piani paralleli ^ e V altezza 
i quanto la perpendicolare , che dal centro della base 
del cono proposto si abbassa sopra un suo lato* 

JI7. 7S. Sia il cono ABGC , .il quale si segbi con un piano 
paJQallelo alla base , cbe iaccia h sezione DKE } eh' t 



SVLhJL SjTERi S StJS. ClLIlCORa. iS^ 

un cerchio * ; e sopra questo cerchio s' intenda descritto*i2/.p.Kl| 
r altro cono DKEF , il quale abbia per vertice il cen- 
tro F della base del cono ABGC : dico che se dal cono 
ABGC si tolga il rombo conico ADKEF , il rimanente 
solido sia uguale al cono QIRL , la cui base é un 
cerchio uguale alla superficie conica , eh' é tra i piani 
paralleli DKE , BGC , e T altezza è quanto la perpen^ 
dicolare FH , che si abbassa dal centro F della base dei 
cono' ABGC sopra un suo lato AB. 

Pongansi i due altri coni NMSX ^ POTR tali , che 
la base del cono NMSX sia uguale alla superficie del 
cono ABGC 7 e P altezza uguale alla FH ^ che perciò 
sarà un tal cono NMSX uguale all^ altro ABGC^. Sia * p. i9. 
poi la base del cono POTR uguale alla superficie del 
cono ADKE 9 e T altezza anche quanto la FH ] sarà 
un tal cono POTR uguale al rombo conico ADKEF* . ♦ p. iff. 
Or i tre coni QIJRL , NMSX , POTR hanno la stes- 
sa altezza , e perciò sono nella ragione delle basi * y sarà *ii.XlL 
dunque il cono NMSX uguale a' coni QIRL e POTR , 
siccome la base del primo é ugnale alle basi di questi 
altri due. Laonde essendo il cono NMSX uguale al ' 

cono ABGC, e il cono POTR al rombo conico ADKEF^ 
dovrà il rimanente cono QIRL essere uguale al solido 
che rimane togliendo il rombo conico ADKEF dal cono 
ABGC. C. B. D. 

Cor. Dalla precedente dimostrazione si rileva ^ che 
due , o più coni i quali hanna la medesima altezza pa- 
reggiano un sol cono deir altezza stessa , che ha per 
base un cerchio uguale alla somma delle basi de' coni 
proposti; 
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PROPOSIZIONE xvni, 

T B O R E M A. 

Se uno de* coni , che compongono un rombo conica 
§i seghi con uri piano parallelo alla base , e sul cer* 
chio y cK è la sezione in esso fatta , descrivasi il cono 
che ha lo stesso vertice dell* altro cono che Jh parte del 
rombo conico j e che poi il rombo conico , che in tal 
modo si ottiene , sì tolga dal proposto ; il rimanente so»- 
lido ^pareggerà un cono , la cui base è uguale alla su^ 
perfide , ck* è tra i piani paralleli , e V altezza è quanto 
la perpendicolare , che dal \fertice delV altro cono conh 
ponente il rombo conico si abbassa sopra un lato del 
primo cono, 

4^ 74- Sia il rombo conico BAGCD, e l' un de' coni BAGC> 
che lo compongoiìe si seghi con un piano parallelo alla 
base , il quale faccia la sezione EQF , eh' è un cerchio^ 
sul quale s-i descriva il cono , che ha per vertice il 
punto D ; dovrà la differenza de' due rombi conici 
BAGCD, BEQFD pareggiare il cono KHSL , la cui 
base è uguale alla superficie conica , eh' è fra i piaw 
paralleH AGO , EQF , e T altezza è quanto la perpen- 
dicolare DH , che cade dal puuto D sulla BA. 

Si pongano i due altri coni NiVlVX , POTR , è sia 
Ja base del cono NMVX. uguale alla superficie del cono 
B \GC , e r altezza alla Di^ che perciò un tal cono 

* p. i6.|\VlVX sarà ugUcile al rombo conico BAGCD* ; sia poi 
la base del cono POTR uguale alla superficie del cono 
BEQF, e l'altezza quanto la stessa DG , il^che renderà 
questo cono POTR uguale all'altro rombo conico BEQFD- 
E poiché la superficie del cono BAGC si compone 
dàiiia superficie del/ cono BEQF , e da quella , eh' è tra 
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t plani paralleli EQG , ÀGG ^ e la superficie del con(> 
£AGC é uguale alla base del cono NMYX , la super- 
ficie del cono B£QF è uguale alla base del cono POTR9 
e finalmente la superficie , ch^ é tra i piani paralleli 
JBQF , AGC , é uguale alla base del cono KHSL : per** 
ciò la base del cono NMVX è uguale alle basi de' co- 
MÙ POTR 9 KHSL. Laonde avendo questi coni ancbt 
la stess' altezza , sarà il cono NMYX uguale a^ coni 
KHSL j POTR*. Ma il cono NMVX è uguale al rombo *e.p.t^ . 
^conico BAGCD , e 1 cono POTR air altro rombo co- 
>iico BEQFD. Quindi il rimanente solido , cb^ é la 
^fferenza di que^ due rombi conici , dovrà pareggiar! 
il cono KHSL. C. B. D. 

PROPOSIZIONE XIX^ 

TEOREMA. 

Se un arco di cerchio minore della semicirconfi^ 
rrma si divida in un qualunque numero di parti ^ e si 
tirino a queste le corde , e poi un tal arco insieme colle 
corde in esso tirate si rivolga dintorno al raggio , che 
passa per un de" s)Uoi estremi ; la superficie sferica de* 
scritta da tutto V arco sarà maggiore della superficie ^ 
che si descrive da tutte quelle corde. 

Sia r arco di cerchio ADB minore della semicircon- fis* 33^ 
ferenza ABC, ed esso sia diviso nelle parti AD, DE, 
JEB , alle quali sien tirate le corde AD , DE , EB : di- 
co che se si rivolgano V arco , e le corde dintorno al 
raggio OA, che passa per uno degli estremi A dell'ar- 
co j la superficie sferica descritta dall'arco sia maggio* 
re della superficie » che vien generata dalle corde AD 
DE , EB. 

Dall'altro estremo B dell^arco ci abbassi 6ul raggia 
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Oà la perpendicolare BF , la quale nel rivolgersi V aiw 
co ADB intórno ad OA descriverà uki cercbio. £ poi» 
elle la superficie sferica descritta dall^ arco ADB , • 
queli* altra , che si descrive dalle AD , DE , EB lian- 
no per termine comune la circonferenza del cerchio 
/ descritto dalla BF , verso il quale sono concave, e che 
di più la prima superficie comprende la seconda; per» 
ciò sarà la superficie generata dalParco ADB maggiore 
di quella , che si descrive dalle corde AD , DE , EB. 
C.B. D. 

Cor, Dimostrando nel modo stesso , che la superfi^ 
eie sferica descritta dalP altro arco BGC , che vi resta 
per compiere la semicirconferenza ABC sia maggiore 
della superficie, che si descrive dalle corde delle par- 
ti in cui esso si divide 5 ne segue , che : 

La superficie di una sfera è maggiore della superfi- 
cie del solido j che si descrive da un qualunque reUi' 
lineo inscritto nel semicerchio generatore della sfera. 

PROPOSIZIONE XX. 

TB OREHÀ. 

Se ad xin arco di cerchio minore della semicircon^ 
ferenza si tirino in diversi punti le tangenti , . le quali 
*' incontrino tra loro , e le estreme si arrestino a' raggi ^ 
che passano per gli termini deìV arco 5 e s' intendano ri^ 
volgersi dintorno ad uno di questi raggi V arco , e le 
tangenti : la superficie sferica , che descrivesi dalV arco 
sarà minore di quella superficie j che descrivono le tangenti. 

f^* :6. Sia r arco circolare ADB minore della semicircon^ 
fèTenza , al quale ne' punti D ,' E , F si tirino le tan- 
genti LG , OH , HK 5 e la prima , e V ultima di que- 
iX^ ìncoftrtrinò i» L j %% i raggi OA , OB tirati per 
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gli termini A, D dell'arco : dico che la superficie sfe- 
rica , che descrivesi dall' arco ADB in rivolgersi din- 
torno al raggio AO sia minore della superficie, che si 
descrive in tal rivoluzione dalle tangenti LG ^ GH , 
HK. 

Dall' estremo B dell' arco si aLhassi sul raggio OA , 
Intorno al quale un tal arco si soppone 'girare , la per- 
jpéndicolaré BN , e si tiin la BM tangente all'arco s)Lessó. 
E poiché rivolgendosi dintorno ad AN si 1' arco ADB, 
che le tangenti LG, GH , HM , MB sì vengono ade» 
scrivere due superficie , una dall' arco , e 1' altra dalle 
tangenti , le quali superficie hanno per loro termina 
comune la circonferenza di quel cerchio , che si de- 
scrive dalla BN , e che di più la prima è compresa 
dalla seconda; perciò sarà quella minore di questa '^. * ^-41 
Or essendo BM tangente del cerchio , e perciò per- 
pendicolare a EO , sarà MK maggiore di MB ; ma è an- 
che il punto K più distante dall' asse AO , che il punto 
B : adunque la superficie conica descritta da MK nellal 
rivoluzione prescritta , è maggiore di quella , che si 
descrive da BM*. Aggiuntavi di comune la superficie * p. x%4 
che descrivono le LG ^ GH , HM 5 sarà l' intera super- 
ficie descritta dalle LG , GH , HK maggiore di 
quella, che si descrive dalle LG, GH , HM , MD ; e 
perciò anche maggiore dalla superficie sferica dèscrittii 
dall' arco ADB , della quale si èra poc' anzi diinostJbata 
maggiore quella , che descrivevano le tangenti AG, 
GH, HM, MB. C. B. D. 

Cor. Dimostrando similtoente , che la superficie sfe- 
rica descritta dall' altro arco BC , che rimane per com- 
piere la semicirconferenza ABC , sia minore della super- 
ficie descritta dalle tangenti KP , PC ; ne segue , che r 

La superficie di una sfera è minore della superfich di 
quel solido , che si descrive da un qualunque rettilineo 
circonscriìto al semicerchio , dal qùaVi si 'genera la sfera* 
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PROPOSIZIONE XXL 

i.. T X O R B X À. 

Siena due archi circolari y che abbiano per cerf* 
ifro comune il vertice di quelV angolo , eh' essi sotten* 
dono , e V arco esteriore si divida in modo , che le corde 
delle sue parti non tocchino V arco interiore \ la super* 
Jicie generata da quelle corde rivolgendosi insieme coli* 
arco dintorno al raggio tirato per uno de"* termini di questo^ 
sarà maggiore della superficie sferica , che in tal rivo* 
luzione si descrive dalVarco interiore* 

jig. 77. Sieno ABH , DEF due archi circolari descritti din* 
tomo allo stesso centro O , e tra i lati dello stesso 
angolo DOF \ e T arco esteriore DEF sia diviso nelle 
parti DE , EG , GF in modo , che le corde DE , EG, 

•*^i6.3aiGF non tocchino 1' arco interiore ABH* ; dico , che s« 
dintorno a DO si rivolgano gli archi e le corde , sia 
la superficie descritta dalle corde DE , EG , GF mag- 
giore della superficie sferica , che descrivesi dair arcQ 
,ABH, 

Dal centro O si ahhassino sulle DE , EG , GF le per* 
pendicQJlari , e per gli punti B , K , L ove queste in-^ 
contrano T arco ABH , gli si tirino le tangenti MN , 
Jf P , PQ , che saranno rispettivamente parallele alle 
DE , EG , GF , e minori di queste corde 5 lo che si 
«dimostra facilmente : ma sono anche ì punti E , G , F 
più distanti dall' asse DO , che non lo sono gli altri 
. W , P , Q 5 laonde le superficie coniche generate dalle 
DE , EG , GF nella prescritta rivoluzione , saranno 
rispettivamente maggiori delle altre generate dalle MN, 

"ria!* ^^ ' ^^ ' ^^^^ ^ ^^^^"^^ superficie descritta dalle cor- 
d« DE y £G 9 GF sarà maggiore di quella , che de* 
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derivono le tangenti MN , NP , PQ -, e quindi anch« 
maggiore della superficie sferica descritta dall* arco 
ABH\ C. B. D. *P'^^ 

Cor. Dimostrando similmente, che la superficie de- 
scritta dalle cordp delle parti in cui si divide l' altro 
«reo FRT, ch'é il complemento al semicerchio dell* 
arco DEF , sia maggiore della superficie sferica descrit- 
ta dair arco HSC complemento al semicerchio dell* ar- 
co ABH ; ne segue , che : 

Due cerchi essendo concentrici , la superficie di 
quel solido , che si genera da un rettilineo inscritto nel * 

cerchio esteriore , il qual non tocca il cerchio interiore^ 
sarà maggiore della sufjerficie della sfera j che vien gs^ 
nerata da questo cerchio. J 



PROPOSIZIONE xxn, 

TEOREMA. 

Se un arco di cerchio non maggiore del quadrante 
Si» divida in parti uguali , ed a queste parti si tirino le 
corde. '^ la superficie descritta da queste corde , nel ri- 
volgersi insiem colV arco dintorno ad un raggio tirato 
per un di lui estremo , sarà uguale al rettangolo delV 
altezza dell arco nella circonferenza di quel cerchio ^ 
che ha per raggio la perpendicolare tirata sopra una di 
quelle corde dal centro delV arco. 

Sia ÀBD un arco di cerchio non maggiore del qna-Zlf- 
drante , il quale sia diviso nelle parti uguali AB , BE, 
£D , e sieno AB , BE , £P le corde , che le sotten-^ 
dono: dico che la superficie descrìtta da queste corde, 
nel rivolgersi insieme coir arco ABD intorno al raggio 
OA tirato per un suo estremo A , sia uguale al ret- 
tangolo dell* altezza A)l di esso arco nella circonferen^ 
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«a , che ha per raggio la perpeodicoUr^ OP , p^e 4aI 
ce^tro O dell' arco si abbassa sopr^ una di quidlle cor-» 
de AB. 

Da' punti delle divisioni B , E si abb^ss^o sul riig- 
gio immobile AO le perpendicolari ^F , £6. E, poicbè 
nel rivolgersi U triangolo ABF retta^igolo i^n f intorno 
id suo lato AF , T altro lato AB descrive Una« superfi- 
cie conica j sarà perciò la supei'ficie descsit;^ dalla AB 
uguale al triangolo rettangolo , che ha per lati dintor-^ 
no air angolo retto la AB stessa , e la clrconferen- 

P p.ti. za del raggio BF* , o sia al rettangolo della circonfe* 

% renza di BF rn.BP metà di AB. Ma perchè sono si- 

mili i triangoli ABF, APO, sta , permut^do, AF ad 
AP , come BF a PO , o come la circonferenza del rag- 

^*.p.3. gio BF a quella del raggio PO* ; quindi il rettingolo 
di BP nella circonferenza del raggio BF ^ dovendo pa- 
reggiar r altro rettangolo di BF nella circonferenza del 
raggio PO , sarà anche questo uguale alla superficie 
conica descritta da AB. Or nel rivolgersi il trapezio 
EBFG ii?itor»o al lato FG , cui gli altri BF , EG so- 
no perpendicolari, la EB descrive una porzione di su* 
perficie conica , eh' è tra i plani paralleli descritti dal- 
le EG , BF , la quale è quanto il rettangolo contenu- 
to dalla EB nella circonferenza del raggio KL , che 

*«.i.p.i3dal punto K mundio della BE si tira parallela alla BF"^. 
E poiché, , congiunta la OK , T angolo 0KB è retto , 
e quindi uguale a^ due BKN , KBN ^ toltone di comu* 
ne l'angolo BKN, resterà l'angolo KBN uguale all'al- 
tro LKO : perciò i due triangoli LKO , BKN > e quin- 
di gli altri LKO , BEM saranno simili , e starà B£ 
.a BM, come KO a KL , o come la circonferenza del 
*.«.p.^. raggio KO a quella del raggio KL"^. Laonde H r^ettan* 
'golo di BM, o FG nella circonferenza del raggio KO, 
o PO , s^rà uguale a quello di BE nella circonferen- 

''«& del raggio KJj , cioè alU superficie coiùca descrit^ 
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àt BE. Per lo che essendosi dimostrata U superficie 
conica descritta da BA aguale al rettangolo di AP 
nella circonferenza di PO ; sarà la superGcie descritta 
dalle AB , BE uguale al rettangolo delle AF , FG , 
cioè di AG nella circenferenza del raggio OP. E cosi 
continuando a dimostrare per le altre a np«"ficie de- 
scritte dalle altre corde ED, ec. ; si coachiuderi^.diè 
la superficie descritta da tutte esse sia uguale 'al. tet- 
teugolo della circonferenza dt OP ìn AH. G. B. D. 

Cor. Se l'arco AD fosse stato il quadrante; la sl^' 
perficie descritta dalle corde degli atehì uguali in cui 
esso si sarebbe diviso avrebbe pareggiato il rettango- 
lo della circonferenza del raggio OP nel raggio OA. 
E quindi se nell' altro quadrante del semicercbìo ABC 
si fosse praticato lo stesso , se ne sarebbe concluso, che: 

Dividendosi la semicirconferenza di un cerchio i/i un 
numero pari di parli uguali , e tirandosi la corda ad 
ognuna di queste : la superficie del solido , che vien de- 
scritto dal rettilineo che ne risulta rivolgendosi dintorno 
al diàmetro dovrà essere uguale al rettangolo dì un tal 
diametro nella circonferenza , che ha per raggio la di' 
ttamta di luio de' lati del rettilineo dal centra del sé- 
nicerchio. 



PROPOSIZIONE xsm. 

T E O A E X A. 

Se un arco non maggiore del quairanie si dÌMiià 
JMi parif uguali ^ e si tirino a queste le corde ^ e che 
foi s* intenda rivolger$i il rettilineo contenuto da que^ 
ste eorde ^ e da^ ^^gi tirati per gli estremi deW arco 
dintorno €sd uno 4i questi raggi ; U solido ^ che da un 
tal rettilineo si descrive , sarà uguale al cono , che ha 
.per base un cerchio uguale alla superficie generata da 
quelle corde , e per aliezxa la perpendicolare , ^fte dal 
eentro deW arco cade in una di esse. 

/f • 79. . Sia r arco ABD non maggiore del quadrante , il qaal 
. ti diTÌda nelle parti uguali AB ^ BE , ED , ed a que- 
ste si tirino le corde: dico clie il solido ^ clie ai de* 
.SCI ire dal rettilineo ABEDO rivolgendosi diotorno 4 
raggio AO , sia uguale al cono j che ha per base il 
• cerchio uguale alla superficie descritta dalle AB^ BE,, 
.ED, e per altezza la perpendicolare OP abbassala d^I 
centro O àtìY arco sopra una delle corde AP» 

Si tirino i raggi OB , CE. Or il triangolo ABO rl« 
volgendosi dintorno a) suo lato AO descrive un rombo 
^ d. 3. conico * uguale a quel cono , la cui base pareggia la 
superficie conica descritta da AB , e T altezza è quanto 
• p. 16. la OP* : e se si prolunghi la EB in G , si vede chiara- 
mente , che i due triangoli GEO , GBO , rivolgendosi 
dintorno alla GO , descrivono due rpmbi conici ^ che 
perciò il solido terminato dalla superficie conica de- 
scritta da EB , e da quelle , che descrivonsi dalle BO, 
EO y il quale è la differenza di que** due rombi conicif 
sarà uguale al cono , che ha la base uguale alla super- 
ficie conica descritta da EB , e per altezza la perpen» 
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Àicolare OQ , che cade sulla EB dal centfo O* , o * F*^^ 
cìk* è lo stesso la OP. Adunque T intero sofido descrit- 
to dal quadrilineo ABEO sarà uguale a quel c^ono » 
la cui base è quanto la superficie descritta dalle AB • 
BC , e che ha per altezza la OP'^. E cosi, continuando *c.p.i7« 
« dimostrare ^ si conchiudera essere tutf il solido de* 
scritto dal rettilineo proposto ABEDO uguale al cono^ 
la cui base è uguale alla superficie descritta dalle AB, 
BE , ED , ed OP u' è V altezza. 

Che se V arco ABF fosse stato il quadrante ; proluB* 
gando r ultima delle corde FD fino ad incontrare il 
raggio OA in H ^ T ultimo solido terminato dalla su*^ 
perfieie conica generata da DF , da quella che si de* 
scrìve dalla OD , e dal cerchio descritto da OF ^ es« 
sendo la differenza del cono descritto dal triangolo 
FOH, e del rombo conico che descrìvesi dall* altro 
triangolo ODH nel loro rivolgimento dintorno ad OH, 
dovrebbe pareggiare quel cono , la cui base è uguale 
dia supei*ficie conica descritta da FD , ed OR , o sia 
OP n^ è P altezza ^ : che perciò aggiugnendo questo so- * p* >7i 
lido a quello descritto dal rettilineo ABEDO, rìsultei;i 
li solido inscritto nelP emisfero , che vien generato dal 
quadrante circolare ABFO rivolgendosi dintorno al raggio 
AO , uguale al cono là cui base pareggia la superficie 
di un tal Solido , e V altezza è quanto la OP. 

Cor. Dimostrandosi lo stesso per lo solido descritto 
da un altro rettilineo identico , il qual s^ inscrìva nel- 
r ahro quadrante OFC ; ne segue y che : 

Dividendosi la semicirconferenza di un cerchio in un 
numero pari di parti uguali , e tirandosi la corda ad 
ognuna di queste \ il solido che vien descritto dal retti» 
iineo che ne risulta rivolgendosi dintorno ài diametro pa* 
reggerà quel cono la cui base è uguale alla superficie 
i questo solido , e V altez^^a è quanta la pcrpenikoUire^ 
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che dal cenìro id semicerchio cade sopra loi laio del 
reno; 

PROPOSIZIONE XXIV. 

T E O A E X À. 

la superficie di una sfera i uguale al reUangole 
contenuto da una linea retta ^ che rappresenta la circonr 
f trenta del suo cerchio generatore ^ e dal diametro di 
questo stesso cerchio. 

9 

fg' 80. Sia ABC quel semicerchio , che genera una sfera , ed 

«^ * AC il suo diametro \ ed il rettangolo ZY sia contenuto 
dalla XY , la quale rappresenti la circonferenza del 
diametro AC , e dalla XZ , che pareggia un tal dia* 
metro : dico che questo rettangolo sia uguale alla su- 
perficie della sfera , che quel semicerchio descrive. 

Imperciocché se il rettangolo ZY non è uguale alla 
superficie della sfera , che si descrive dal semicerchio 
ABC , dovrà pareggiare la superficie di un^ altra sfera 
descritta da un semicerchio minore di ABC, o pur 
loaggiore. Pareggi in primo luogo quella della sfera | 
che sji descrìve dal semicerchio abc min<Hre di ABC , • 
concentrico. Si divida continuamente per metà la se* 
midrcouferenza esteriore ABC , fiuchè le corde de^ suoi 
archi AG , GB , BH , HC non tocchino la semicircon- 

^l6JUI. ferenza Interiore abc"^ ; e dal centro O sopra una di tali 

corde GA si ahbassi la perpendicolare OP : sarà questa 

OP minore del raggio OA 5 e perciò la circonferenza 

' del raggio ,0P sarà minore della circonferenza del rag- 

•* p.3. gìo OA*, cioè della XY. SI tagli dunque dalla XYla 
^ uguale alla circonferenza del ra^io OP, e si com- 
pia il rettangolo ZY \ sarà un tal rettangolo uguale alla 
superficie di quel solido ^ che si descrire dal semìpo- 




Kgono AGBMC inscritto nel semicerchio ABC^. Ma la^c/p.i»^ 
superficie di -questo soHdo è maggiore .di quella della 
sfera descritta dal semicerchio abc "^ , e che si è sup* *c.f .914 
posto pareggiare i rettangolo ZY t adunque sarebbe il 
rettangolo Zy maggiore del? altro ZY. Lo che ripugna* 
E perciò il rettangolo ZY non può essere uguale alla 
superficie di una sfera descritta dal semicerchio. ote 
Hiinore di ABC. 

Suppongasi dunque questo rettangolo ZY essere uguale 
alla superficie di nn^ altra sfera descritta dal semicer- 
chio DEF maggiore di ABC , e concentrico. Si divida 
un tal semicerchio DEF continuamente per metà , fin- 
ché le corde de^ suoi archi DK ^ KE , EL , LF nou 
tocchino la semicirconferenza interiore ABC^ ; e si ab* *i6.XIb 
bassi dal centro O sopra una di tali corde DK la per- 
pendicolare OQ : sarà questa OQ maggiore del raggio 
OA ; e perciò la circonferenza del raggio OQ sarà mag- 
giore di quella del raggio OA^ ^ cioè della XY. Laon- *j.p»S4 
de si prolunghi la XY in T , finché XT pareggi la 
circonferenza del raggio OQ , e la XZ si prolunghi ' / 
anche in R , in modo che la XR sia uguale al diame- 
tro FD di quest' cJtro semicerchio DEF ; e si compia 
il rettangolo RT : sarà questo rettangolo uguale alla 
snperficie del solido , che si descrive dal semipoligono 
DKELF*^. Ma la superficie di questo solido è minore *e^.^ 
di quella della sfera generata dal semicerchio DEF , 
nel quale quel poligono viene ad essere inscrìtto *. A- *«*P-*lk 
dunque anche il rettangolo RT , eh' é uguale alla su- 
perficie di quel solido , dovrà esser minore del rettan- 
golo ZY , che si suppone pareggiare quella della sfe- 
ra. Lo che ripugna. Quindi il rettangolo ZY non può 
essere uguale alla superficie di una sfera descritta da 
un semicerchio maggiore di ABC. Si è dimostrato , che 
ne anche poteva essere quanto quella di una sfera de- 
scritta da un semicerchio minore di ABC. Adunque 
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«r jovrà un tal rettangolo ZY essere uguale alla anpel^ 
fide della sfera , che si descrìve dal senùcerdiio ASC* 
C B. D. 

Scolio. 

il* ^7* La linea retta AB rappresenti la circonferenza del 
eerchio generatore di una sfera y e T altra linea retta 
AC applicata perpendicolarmente alla AB nell* estremo 
A, sia il diametro di un tal cerchio ^ e si compia il 
rettangolo CB ; sari questo uguale alla supexficie di una 

^Pé 94* tale sfera ^. Or se si prolunghi la AC. in D , finché 

la AD sia doppia della C , e quindi quadrupla di AB 

'ttieti di AC, e perciò uguale al raggio del cerchio gè* 

** neratore della sfera ; congiunte le BD , BE , il trian^ 

golo DiAB essendo uguale al rettangolo CB , sari quan*» 

, to la superficie sferica generata dal cerchio del raggio 

« p[ $. * AE^ ; e V altro triangolo E AB dinoterà un tal cerchio*, 

*^ Laonde la superficie sferica starà al suo cerchio ge- 
neratore , come il triangolo DAB all' altro E AB ; cioè 

^i« VI. come DA ad AE* , e quindi come 4 <^cl i. Vale a di* 
re che 

La superficie di una sfera è quadrupla del suo cer^ 
ehio generatore* 

E volendo esibire un solo cerchio uguale alla super* 
ficie di una sfera , sarà questo il cerchio , che ha per 
raggio il diametro del cerchio generatore della sfera : 

•" poiché quel cerchio è quadruplo, di questo, dall'esse*» 

re il quadrato del raggio di quello quadruplo delq[ua* 

•aJOI. drato del raggio di questo"^. 



PROPOSIZIONE XXV. 

TEOREMA. 

Ùgm sfera i uguale al cono , che ha per base, il 
cerchio uguale alla superficie della sfera , e per àUezia 
il f'oggio di questa. 

Sia ABC quel semicercliio , che genera la sfera , ed/^* ^^ 
OA i) suo raggio : ed il cono ZXRY abbia per bas^ 
il cerchio XRY uguale alla superficie della sfera , che 
da un tal semicerchio si descrive , e la sua altetza ZM 
tàsL quapto il raggio OÀ : dico che questo cono pareg* 
jgi quella sfera. . 

Iippercicchè se il cono ZXKY non é uguale alla sfe«- 
^.,.che si. descrive dal semicerchio ABC ^ dovrà pareg- 
f^ar^ Una: «fera , la qual si descriva da un semicerchio 
minore di ABC , o pur maggiore. Si supponga in pri* * 

SIP luogo uguale a quella sf^er» , che descrivesi dal se« 
JOiicerchio abc minore di ABC j e concentrico. Si divi- 
4a continua^nente per metà la semicirconferenza este- 
riore ABC , . finché, le corde de' suoi archi AG , GB^, 
BH , HC non tocchino la semicirconferenza interiore 
€ibc ; e dal centro O si abbassi sopra una di queste 
corde AG la perpendicolare OP* Or poiché la super- -, - " 
iicie del solido , che si delscrive dal semipoligono 
AGBHC livolgendosìi dintorno ad AC é minore della 
^superficie della sfera , che vien descritta dal semicerchio 
ABC ] e questa si é supposto pareggiare il cerchio 
XRY ) dovrà perciò quella superficie essere quanto un 
cerchio minore di XRY. Sia questo il cerchio xrjr , 
che si supponga concentrico air altro XRY , e su di 
esso s* intenda descrìtto il cono zxry , che. abbia per 
fiiXei^ la zìf. ugi^ai^ aUa OP , eh' è minore di QA ^ m 
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Quindi di MZ ; sarà un tal cono uguale al solido ge- 

^.p.9i3. nerato dal semipoligono AGBHC*. Ma questo solido è 
maggiore della sfera , che si descrÌTe dal semicerchio 
abc : adunque dovrebbe anche il cono xxrjr esser maggio- 
re dell' altro ZXRY. Lo che ripugna. Non può dunque 
il cono ZXRY essere uguale ad una sfera , la quale 
5Ìa descritta da un semicercnio minore di ABC. 

Si supponga perciò , eh' esso cono possa pareggiare 
la sfera , che si descrive da un semicerchio maggiore 
di ABC ; e sia questo il semicerchio DEF concentrico 
ad ABC. Si divida anche la semicirconferenza esterxo» 
ve DEF continuamente per metà , finché gli archi DK, 
KE , EL , LF sieno tali , che le loro corde non tocchi- 
no la semicirconferenza interiore ABC , e sopra uùa di 
tali corde DK si abbassi la perpendicolare OQ. E poi<- 
-chè la superficie del solido , che si' genera dalla rivo- 
luzione del semipoligono DKELF dintorno alla DF^ 
è maggiore deUa superficie della sfera, che si descrìve 

^«.p.ai.dal semicerchio ABC^: perciò dovrà la supeificìe di 
quel solido esser uguale ad un cerchio maggiore del 
"Cerchio XRY: sia questo il cerchio SVT descritto din- 
tomo allo stesso centro M di quello , e su di un tal 
cerchio s' intenda eretto quel cono , che ha per altez*- 
za ; la NM uguale alla OQ , eh' è maggiore della OA , 
e quindi della MZ ; sarà un lai cono uguale a quel 

>*c.p.a3.- solido*. Laonde siccome quel solido è mincH'e dellii 
-sfera, che si descrive dal semicerchio DEF nella qua- 
le è inscritto 5 cosi sarà pure il cono NSVT minore 
'dell' altro ZXRY. Lo che anche ripugna. E' perciò non 
può il còno ZXRY pareggiare la sfera , che si descri- 
ve da un stemicerchio maggiore di ABC. Ma si e poc'an- 
,zi dimostrato , che questo cono né purte poteva pareg- 
giare una sfera , la quale si descrìvesse da un semicer- 
chio minorf di ABC. Adunque dovrà esser quanto la 
«fibra / che da un tal semicerchio si descme. C. ?• P% 
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S e O L I O. ^ 

Slssendo la superficie di una sfera quadrupla ddl 
suo cerchio generatore*: ed i du« còni uno che abr*^*P-^4» 
Lia per base la superficie sferica , T altro il cerchio 
generatore di essa , e per altezza comune il raggio , 
dovendo esser tra loro come le basi' \ sarà il primo *ii.XII. 
quadruplo del secondo. Ma si è dimostrato , che il pri- 
mo sia uguale alla sfera. Adunque 

Ogni sfera è quadrupla di quel cono , che ha per . 
base il cerchio generatore della sfera ^ e per altezza il 
raggio di questo* 

PROPOSIZIONE XXVI. 

A 
PROBLEMA. 

Ogni cilindro che abbia la base ugnale al cerchio 
generatore di una sfera , e per altezza il diàmetro di 
questo , è sesquialtero della sfera : e la di lui superfi'^ 
eie insieme con le basi , è ancora sesquialiera della su» 
perfide della sfera. ^ , 

K. B. Una grandezza si diee sesquialtero di un' afltra , se ^cgla 
accresciuta della sua metà pareggi la prima* 

Imperocché il cilindro , che abbiamo d^^to , èssendo 
triplo di quel cono , che ha la stessa base sua , e V^" 
tezza medesima'^ , dovrà esser sestuplo di queJl' altro *io^XII^ 
cono , che ha la medesima base , e per altez;^a il rag- 
gio della sfera*: si é poi dimostrata la sfera quadrupla *^4Xn. 
di quest'ultimo cono'', è chiaro dunque, <;he il qiii^- *^.p.25. 
dbro sia sesquialtero della sfera. 

Pi nuovo , poiché la superficie di . un Ui iilmàsto 

ao 
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"^ta alla base, come il doppio del Iato del cilindrò mi 
* p. it>, raggio di essa kase"^ : ed è il lato del cilindro propo- 
sto uguale al diametro della sua bas&^ quindi il dop* 
pio del lato sarà quadruplo del raggio della base ; e 
perciò ambe la superficie cilindrica sarà quadrupla del- 
la base. Laonde se ad una tal superficie si aggiun- 
gano le due basi ^ sarà la superficie cilindrica insieme 
con le due basi sestupla di una di queste ^ cioè del 
eercbio generatore delia sfera. Ma si è dimostrato , che 
la superficie della sfera è quadrupla di questo stesso 
*i.|ks4* cercliio*^ quindi tutta la superficie cilindrica è sesqui- 
Altera di quella della sfera. C. £• D. 

PROPOSIZIONE xxvn. 

TEOREMA. 

La superficie di un segmento sferico è uguale al 
reitangolo contenuto da una linea retta , che rappresen- 
ta la circonferenza del cerchio generatore delV intera 
sfera , e dalV altezza dì quelV arco di tfuesto cerchio , 
. did quale si descrive la superficie del proposto segmento. 

^^ , * Sia ABC il semicercbio , cbe genera una sfera , ed 
abbassata da un qualunque punto £ della semicirconfe- 
jrenza ABC la perpendicolare BH sul diametro AC , 
dinoti A£BH quel seniisegmento circolare , dal quale 
si descrÌYe un segmento sferico : iuoltre il rettango- 
lo ZY sia contenuto dalla XY uguale alla circonferen- 
sa del cerchio , che ha per raggio OA , e dalla XZ 
vguale alla AH altezsa dell^ arco AB : dico che tal ret- 
tangolo ZY pareggi la superficie del segmento sferico 
descriUo da AEBH. 

Poiché se questo rettangolo non è uguale alla super- 
ficie di un tal segmento sferico^ ìì qqjal si supponga 
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minore della mezza sfera ^ dovrà pareggiare la super»» 
ficie di un segmento sferico , la quale sì descriva da un 
arco circolare maggiore di A£B , o pur minore , e che 
si potrà supporre sottendere quello stesso angolo AOB, 
eh' era sotteso dalP arco AEB. Suppongasi in primo luogo , 
uguale ad una superficie sferica generata dall'arco aeb mi- 
nore di AEB,, descritto come si è detto. Si divida copti* 
nuamente per metà Tarco AEB , finché le corde degli ar- 
chi, in cui resta diviso ,. non tocchino T altro arco aeb*'^*s».i^TL\t 
e sopra una di taJi corde AE si abbassi la perpendico- 
lare GP ,. che sarà minore di OA , e quindi di XZ ; 
che perciò anche la circonferenza del raggio OP sarà 
minore di quella del raggio OA* , cioè deBa linea ret>- **-p->* 
ta XY. Laonde si tagli dalla XY la Xj? uguale alla 
circonferenza del raggio OP , e si- compia il rettango»- 
lo Zy , il quale sarà quanto la superficie ,. che si de- 
scrive dalle corde A E , EB , nel rivolgersi insieme c&n 
l'arco AE^. duitbi'ni» ad AO*. Or una tal superficie è* p. «^ 
maggiore della superficif sfericav, che si descrive dait 
r arco circolare aeò^ : quindi anche il ..rettangolo Jiy • ^ ifc- 
dovrà esser maggiore dell' altr^ ZY. La ^he non pui 
essere. E perciò non. può il rettangolo ZY pareggiare 
la superficie sferica descrìtta) da un arco^ circolave minoK 
re di AEB%. , 

Sia perciò ntt tal BcttsDgoFo uguale a queHa supeFfr- 
cle sferica, che vien generata da un altra ai^ca cisv- 
colare DFG maggipxe di AEB ,, e descritta come nel 
principio di questa. dimostra«ione si. i* dettov Si diTB* 
da pure un. tal arco contÌBuamenle per metà y finché 
le corde DF , FG. delle parti in cui s^ è esso divisA 
uan tocchiiìol^ altra arco. AE&* , e si ablias^i dal ocn-*^^-Xl^ 
tro O comune a questi due.- ardbi la perpendicolare 
OQ sopra una di quelle corde DF ^ aaisà OQ Baaggio^ 
re di OA, e perciò la circonfereuza del raggia OQ$a- 
là. anche maggiore di quella-, del ra^io QA* > ciaè 4à**-f-^ 
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XY. Laonde si prolunghi XY in T, finckè XT m 
uguale alla circonferenza del raggio OQ ; e prolungata 
anche la XZ in R , sicché XR pareggi DH altezza del- 
r arco DFG , si compia il rettangolo RT , il quale sa- 
rà uguale alla superficie , che si , descriye dalle corde 
DF , FG rivolgendosi insieme con V arco DFG dintor- 
* p. aa. no al raggio DO^. Ma una tal superficie è minore di 
. quella, che in questa rivoluzione si descrive dall' arco 

* pr. 4. DFG* : adunque dovrà pure il rettangolo RT esser 

minore del rettangolo ZY. La qual cosa è impossibile. 
C perciò non può il rettangolo ZY essere uguale alla 
superficie sferica , che si descrive da un arco maggiore 
dell' arco AEB : si è anche dimostrato , che *non po- 
teva un tal rettangolo pareggiare la superficie sierica 9 
che si descriverebbe da un arco minore di AEB. Laon- 
de dovrà esser quanto quella , che si descrive dall^ ar* 
co AEB. 

Che se il segmento sferico fosse stato maggiore del- 
la mezza sfera , cioè quello , che vien descritto dal se- 
misegmento circolare CBH maggiore del quadrante: 
poiché la sua superficie é la differenza della superficie 
della sfera , e di quella dell^ altro segmento sferico ge- 
nerato dal semisegmento circolare AEBH j ch^ è mi- 
nore del quadrante 3 e quindi quanto la differenza 
de^ due rettangoli , che hanno per base comune la cir- 
conferenza del raggio OA ^ e per altezze le CA , ed 
HA respettiramente ; perciò anche la superficie di quel 
segmento sferico maggiore della mezza sfera sarà ugna- 
le al rettangolo deUa circonferenza del raggio OA in 
CH altezza delP arco CBH. C. B. D. 

Coa. Paragonando adesso il rettangolo deDa circon- 
ferenza del raggio OA in AC , il qual pareva la sa- 

• r- *4- peificie sferica descritta dalla semicirconferenza ABC*, 

^^ al rettangolo della circonferenza dello stesso raggio OA 
m AH , il quale è quanto la porzione di superficie 
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ifierica descritta dall' arco circolare AEB* •, si vede chia- * p. *'J. 
ramente , che avendo questi rettangoli per base comune 
il cerchio del raggio OA debbano esser tra loro come 
le altezze , cioè come CA ad HA. Val quanto dire, che : 
La superficie dì una sfera sta a quella di un suo 
segmento , come il diametro della sfera alt altezza del 
segmento* 

* Scolio. 

Sia AC il diametro di una sfera, ed ABC il semi-/;. t%. 
cerchio generatore di essa : sia poi AE T altezza di un 
suo segmento sferico , cioè di quello , che si descrive 
dal semisegmento circolare ABE ^ sarà la superficie di 
lina tale sfera alP altra di quel segmento sferico , come 
CA ad AE* , cioè come il quadrato di CA a quello di ^c.pree, 
AB* 5 o finalmente come il cerchio del ràggio CA a ^^'yV 
quello del raggio AB*. Per lo che essendosi dimostrato *a.XII. 
il cerchio del raggio CA uguale alla superficie della 
sfera , che descrivesi dal semicerchio ABC* 5 sarà anche '5.p.a4< 
la superficie del segmento sferico descritto dal semiseg- 
mento circolare ABE uguale al cerchio del raggio AB. 
Ma nel descriversi il segmento sferico dal semiéegraento 
circolare ABE , 1' estremo B della AB descrive il cer- 
chio , ch^ è base di un tal isegmento sferico. Laonde. 

La superficie di un segmento sferico è uguale a quel 
cerchio il cui raggio è la linea retta , che si tira dal 
vertice del segmento ad un qualunque punto della cir- 
conferenza dalle base di sso. 






pROPOPOsiziONE xxvm. 

T B O RE K A. 

Ógni settore sferico è uguale a quel cono , che ^ 
per base il cerchio , il qual pareggia la superficie sferi-- 
ca , che termina il settore , e per altezza il raggia 
della sfera, 

fe' ^'' Sia AEBO quel settore circolare , clie rivolgendosi 
dintorno al raggio O A descrive il settore sferico \ ed il 
cono ZXRY abbia la sua base XRY ug.uale alla su- 
perficie sferica generata in tal rivoluzione dairarco AEB, 

•« p.a7. cioè , al cerchio del raggio AB* , e per alteeza la ZM 
uguale ad OA : dico cbe c[uesta cono sia quanto quel 
settore sferico. \ 

Imperocché se non è il cono ZXRY uguale al set- 
tore sferico , che vien descritto dal settore circolare 
AEBO , il quale si supponga per ora minore del quar 
drante , sarà quanto un altro settore sferico magg^iore 
di quello , che descrivesi dal settore circolare AEBO, 
o pur minore. Sia primieramente minore , e suppon- 
gasi perciò uguale a queir altro settore sferico , che si 
descrive dal settore circolare aebO minore di AEBO y 
e costituito con questo nello stesso angolo AOB^ Si di- 
vida continuamente per metà V arco esteriore AEB , 
finché le corde ÀE, EB delle sue parti non toccbino 

*«.i6.Xll l'arco interiore aeb*'y e poi s'intenda rivolgersi il ret- 
tilineo AEBO insieme col settore circolare AEBO dintor- 
no al raggio OA . E poiché la superficie ^ che in ta^ 
rivoluzione si descrive dalle AE , EB è minore di quella^ 
*f. >9.che descrivesi dall^arco AEB"^ j perciò quella superfi- 
cie sarà rappresentata da un cerchio minore del cer- 
chio XRY , che pareggia questa : sia questo il ceifcbifr 
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^cty concentrico ad XRY > e su di esso si descrìva il 
coQo deir altezza Mz uguale ad OP , ÙC è minore di 
OA , e quindi anche di MZ \ sarà un tal cono uguale 
al solido, che si descrive dal rettilineo AEBO"^ , e per- *p. a3« 
ciò maggiore del settore sferico generato dal settore 
circolare aebO , o sia del cono ZXR Y , che si era sup- 
posto pareggiare questo settore. Lo che é impossibile* 
Adunque il cono ZXRY non è minor del settore sfe- 
rico , che si descrive dal settore circolare AEBO. 

Sia perciò maggiore di esso , e quixtdi uguale a quel 
settore sferico , il quale vien generato dal settore cir-' 
colare DFGO maggiore dell' altro AEBO , e costituito 
nello stesso angolo AOB. Si divida continuamente per 
metà Tarco DFQ, finché le corde delle sue parti DF, 
JPG non tocchino T altro arcò AEB \ e poi s' intenda 
rivolgersi il rettilineo DFGO dintorno ad OD \ sarà la 
superficie ^ che si descrive dalle DF , F G maggiore 
della superficie sferica, che vien generata dall'arco AEB* : • p* a», 
perciò quella tal superficie sarà rappresentata da un 
cerchio SYT maggiore dell' altro XRY , . con cui sup- 
pongasi concentrico , e su di esso s' intenda descritto 
quel cono , che ha T altezza MN uguale alla perpendl* 
colare OQ , che dal centro O dell' arco DFG ^ si ab- 
bassa sopra una di quelle corde DF. E poiché un tal 
cono é quanto il solido generato da rettilineo DFGO*^ * p. a3« 
sarà «sso cono minore <Jel settore sferico , che descri- 
vesi dal settore circolare DFGO , e quindi dell' altro 
cono ZXRY , che si è supposto pareggiare un tal set- 
tore sferico Lo che è impossibile. Laonde né pur può 
il cono ZXRY esser maggiore del settore sferico genen 
i^to dal settore circolare AEBO : si è poi dimostra- 
to , che non poteva esserne minore. Adunque gli do- 
vrà essere uguale* 

Che se il settore sferico proposto fosse stato descritto 
dal settore circolare BCO maggiore del quadi-ante :.cs* 



/ 
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seiìdo un tal settore sferico la differenza della sfiera, e 
dell' altro setto^ di questa , che si descrive dal settore 
circolare AEBO minore, del quadraste ^ ^ari percià 
quanto la d^erenza di que' coni , che pareggiano que* 
8ti solidi ; e quindi quanto il cono , che ha per, base 
la superficie sferica descritta dall' aroo BC , e per al- 
tezza la OA. G. B. D. 

Cor. Essendo la sfera , ed un suo settore rispettiva- 
mente uguali a due coni , uno , che ha per hase un 
cerchio uguale alle superficie sferica , e per altezza il 
^p. a5. raggio*, e l'altro , che ha per hase quel cerchio , che 
pareggia la. superficie sferica, che termina il settore, 

* p. 38. e la stess' altezza "^ ; saranno perciò que'due solidi , co- 

* ii.XILnìe questi due coni, e quindi come le loro hasi ^, 

cioè come la superficie- della sfera alla superficie della 
porzione sferica , che termina il settore ^ o finalmente 
come il diametro della sfera all' altezza di una tal por- 
•<?.p.a7. zione sferica *. 

PROPOSIZIONE XXIX. 

TEOREMA. 

Ogni segmento sferico è uguale al cono , che iien 
per base quel cerchio , il cui raggio è T altezza di esso 
segmento , e per asse la rimanente . porzione del diof 
metrò accresciuta del raggio. 

• da. ' Rappresenti ABC il semicerchio generatore di una 
sfera , ed ABE sia quel semisegmento circojare dalla 
' cui rivoluzione dintorno ad AE si genera il segmento 
sferico : dico che questo segmento sferico sia uguale 
al cono 9 che ha per base quel cerchio il cui raggio 
è l' altezza AE di esso segmento , e per la rimanen- 
te parte EC del diamietro accrésciuta del raggio OA. 
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- Imperciocché essendo il quadrato di AB aguale a^ qua-f 
drati delle AE , EB , anche il cerchio 4^1 raggio AB 
dovila pareggiare i cerchi , che hanno per raggi le AE, 
EB ]. e perciò il cono , che ha per base il cerchiò del 
raggiai .^B , e per altezza la AO , cioè il settore sferico 
generato dal settore circolare ABO"^, dovrà, essère uguale * p> a8» 
a' due coni che hanno per basi i cerchi de' raggi AE , 
EB 9 e per altezza la medesima AO/': tolto, di comune^c.p.17. 
il cono, la cui base é il cerchio del raggiò BE , ed 
£0 n^ é V altezza , cioè quello , che si descrive dal trian^ 
golo BEO rivolto dintorno ad EO , o pure aggiugnen-* 
dolo di comune , secondo che il settore circolare ABO 
i minore del quadrante., o par maggiore ^.sarà il seg* 
mento sfericQ descritto da ABE . uguale a' due coni , 
de^ quali uno ha per base il cerchio del raggio AE , e 
per altezza AQ , e V altro ha per base il cerchio del 
raggio BE > e per altezza AE *• Or poiché AE sta ad *e.pnCy. 
JEB.^ come ElB ad EC ; sarà AE ad EC , come il qua- 
drato dì AE a guello di EB* , o come il cerchio del * ^* JJv 

* ' 20. VI. 

raggio AE a quello del raggio EB * : e perciò il cono, •a.xil. 
che ha • per base il cercjiio del raggio AE ^ e per al- 
tezza EC , è uguale all' altro la. cui base è il cerchio 
deL raggio BE, ed AE nVé l'altezza*. Laonde sosti- '^^^^^^ 
tuendo questo cono a quella, sarà il segmento sferico 
generato da ABE uguale a' due coni , de' quali ciascuno 
ha per base il cerchio del raggio AE , ed uno di essi 
ha per altezza AO , V altro EC ^ e (^indi ad un sol 
cono , che ha per base qwel cerchio , e*- per altezza le 
EC, ed AO prese insieme*. C. B. D. *e.p.iG. 

Scolio. 

In ordine a CE , eh' è 1' altezza dì uno de^ segmenti 

in cui resta divisa una sfera , alla stessa CE insieme 

con CO raggio di essa sfera , e ad EA altezza deH'al-^ 

Al 
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ivo segmento sfi^rico si ritrovi la quarta proporzionale 
M f sari , permutando , CE ad £A , come EC insieme 
con CO ad M, e quindi come quel cono, che ha per 
liase. il cerchio del raggio EA , e per altezza EC in-» 
•ieme con CO , ali* altro cono della stessa base , e che 
ha M^per altezza. Ma questo cono sta poi i^ quello, 
che ha per base il cerchio del raggio BE , e per altezza 
M , come il cerchio del raggio EA a quello del raggio 
^itJOLEB^, cioè come EA ad EC. Adunque, per ugualità 
ordinata , stari il cono la cui base è il cerchiò del rag- 
gio EA, ed EC insieme con CO n* è 1* altezza, al co- 
no che ha per base il cerchio del raggio BE , ed M 
per altezza , come CE ad EC , cioè in ragion d* ugua* 
gUanza. Che perciò siccome quel primo cono si è di- 
mostrato uguale al segmento sferico, che si descrive 
*'p. 99. dal semisegmento circolare ABE'^ ; cosi a questo seg- 
mento stesso sari pure uguale l'altro cono, che ha per 

base il cerchio del raggio BE , ed M per altezza. 

Adunque : 

Ogni segmento sferico è uguale a quel cono , che 

ha la stessa base del segmento , e per altezza la quarta 

proporzionale in ordine alV altezza delV altro segmento 
• • a questa stessa accresciuta del raggio della sfera , ed 

aW altezza del segmento propasto» 
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P REFAZIONE. 



JLl cerclìio , eh' è dopo le égure rettilinee la pia 
semplice , era naturale che dovesse muover subilo 
dopo queste la curiosità de' Geometri in cercarne la 
misura. Sapendo già essi , che Y aja di un poligono 
regolare inscritto in un cerchio èi-a uguale al ret- 
tangolo del suo perìmetro nella metà della distanza 
Ai uno de' suoi lati dal centro del cerchio in cui 
era inscritto ; passando dai poligoni inscritti al cer- 
chio stesso , non dovettero stentar molto a dimostra- 
re , che il cerchio era quanto il rattangolo della 
sua circonferènza nella metà del raggio ; e quindi 
a ridurre il Problema della quadratura del cerchio 
a quello della rettificazione della circonferenza. 

Tra i molti tentativi , che furon fatti per la ret- 
tificazione della circonferenza , il primo di cui ci 
sia pervenuta notizia è quello di Dinostrato , fratel- 
lo del Geometra Menecmo particolar discepolo di 
Platone. Egli si valse in questa ricerca di una cur- 
va , che per la proprietà che aveva di quadrare il 
cerchio , fu chiamata Quadratrice ; e forse perchè 
Dinostrato fu il primo a ravvisarvela , fu perciò 
detta di Dinostrato. £ di una lai curva si valsero 
anche a quest'oggetto Nicomede^e molti altri geo* 
metri della Scuola Platonica. Ma questa maniera di 
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ijuadrare il cerchio fu ben presto riconosciuta come 
poco soddisfacente , e poco geometrica ; mentre per 
la genesi di una tal curva si e!»gev« Ufi certo mo- 
to, ed una determinata velocità di un punto ; la I 
quale non poteva esibirsi senza prima ammettere la ' 
rettificazione della circonferenza : e volendo ottener 
tal curva geometricamente bisognava ricorrere a 
quei luoghi , che gli antichi dicevano alla superficie^ 
o pur descriverla per mezzo di una linea spirale 
descritta in un piano : e F una , e Y altra di queste 
considerazioni era molto vaga , e poco conducente 
alla vera soluzione del Problema.. Esse non erano 
però dispregevoli , uè lo aono tuttavia , avendo dato 
luogo alla scoperta di una proprietà importante del* 
la quadratrice. In generale gli sforzi , ed i tentativi 
di un vero geometra y se non Ip fanno riuscire in 
quello , che cerca , non sono però mai perduti ^ ed 
infruttuosi • 

Il Problema della quadratura del cerchio era dun- 
que ^ai tempi di Archimede ancora tra le cose de- 
siderate da' Geometri ; ed h perciò che quesf uomo 
sommo , dotato di un ingegno fatto per eseguire 
tutto ciò , eh' era nuovo , ed arduo , avendo intra- 
preso a risolverlo , diede il primo , con una destrezza 
isingolarissima per quei tempi , un approssimante 
rapporto del diametro alla circonferenza , e del cer- 
chio al quadrato circonscritto ad esso. Il primo di 
tali rapporti, del quale molti si valgono in pratica, 
anche a dì nostri , perchè proposto in temiini ristret- 
ti;ssimi , è quello di 7 a aa ; e T altro , che dedu- 
cesi facilmente dal primo, è quellodiii.a i4- Non 
vi mancarono però , anche in quei tempi felici per là 
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Geometria, molti , che pretesero di aver ritrovata in di* 
versi modi V esatta quadratm^a del cerchio. Ed i loro 
paralogistici ragionamenti , che non ci sono perbuo^ 
na fortuna pervenuti , possono scusare alquanto i tem<« 
pi nostri , nei quali di questi falsi quadratori , appena 
iniziati nella Geometria, spesso spesso se ne schiu* 
dono. 

Chi desidera una completa , ed in&ieme dilette* 
voi tiotizia delle varie ricerche sulla quadratura del 
cerchio potrà leggere specialmente un' Operetta 
del Signor Montucla , intitolata : Histoire des Zìe- 
eherches sur la Quadrature du Cerale . Per 
me basta solamente r avvertire , che dal Walb's 
in poi , tutti i sommi Geometri Moderni , tra i 
quali il Newton , il Leibnitz , Giacomo Gregory , 
ed Huyghens , si sono occupati ad escogitare me- 
todi ingegnosissimi , per approssimare nella ma^ 
niera più grande possibile la circonferenza del 
cerchio : e che Lagny portò quest' approssimazione 
sino a farla differire dalla vera circonferenza per 
meno di un fratto , il cui numeratore fosse V unità, 
ed il denominatore un numero composto di ia8. 
cifre decimali ; in modo tale che , come si esprime 
il Signor Montucla , i' errore su di un cerchio del 
diametro cento milioni di volte maggiore di quello 
della sfera delle stelle fisse , supponendo la paral- 
lasse dell' orbe terrestre solatnente di un secondo , 
sarebbe più bilioni di bilioni di volte minore del 
diametro di un capello. Approssimazione , che spa- 
venta , e della quale non avendosene alcun bisogno 
in pratica , non serve ad altro , che a provare V e- 
strema pazienza del geometra, che se n'era occn- 
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paio , e r attività del metodo , che glie Y aveva fatta 
ottenere* Gontutlociò V Eulero ha mostrato co' suoi 
metodi , che T approssimazione del Lagny poteva 
spingersi anche più oltre , ed ottenersi con artifizj 
di calcolo pia attivi. E ciò è sufficiente a far co- 
noscere con quanto poco buon senso tanti a gior- 
ni nostri perdono inutilmente il loro tempo in pa« 
ralogistiche ricerche sul Problema della quadratura 
del cerchio. 

Senza però ricorrere a^ Metodi proposti da' som- 
mi Analisti Moderni , i quali implicano ricerche 
sulle serie , mi sono attenuto iti questo Libro delia 
Misura del Ccrclùu al mètodo di Giacomo Gre- 
gory , ricavato da soli principj di Geometria , e 
condotto a fine con ovviissime operazioni aritmeti- 
che; poiché un tal metodo è molto semplice, e fa- 
cile , e dà un approssimazione per gli usi più che 
sufficiente, ed esatta. 
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Ni figura curvilinea si dirà essersi quadrata , se 
ella per mezzo di una geometrica constrìizione è stata 
trasformata in un^ altra rettilinea. 

Poiché a quest'ultima figura può sempre esiLirsi un 
quadrato uguale"^. * i4« H-i 

a. E «i dirà rettificata una curva , se coh geome- 
tricbe operazioni si rinvenga una linea retta , che la. 
pareggi. 

Scolio* 
"> » ... 

Xa quadratura di uno spazio curvilineo è o esatta , 
o per approssimazione. Si dice esatta , allorché la figu* 
ra rettilinea pareggia lo spazio curvilineo a rigor geo- 
metrico , e senza averne trascurata veruna , abbenchè 
minima , quantità \ ed é per approssimazióne quando 
sì rinviene una figura rettib'nea , che differisca dallo 
spazio curvilineo per una .quantità piccolissiìna , e p0r„: 
conseguenza trascurabile. E lo stesso deve dirsi coix<«« 
venevolmcnt^ per W rettificazione . di una curva. 



%% 



t^o LA Misuri 

LEMMA I. 

Ogni poligono di un numero pari di lati ugnati 
inscritto in un cerchio , è medio proporzionate tra quel- 
t altro poligono regolare inscritto nel cerchio stesso , 
che ha la metà di lati ^ ed il poligono circonscritto si- 
mile a questo^ 

Jlg. 83. Sia DB il lato di un poBgono eli ub numero pari di 
lati ugnali inscritto nel cerchio DBE ; e da un estre- 
mo D delP arco DB si abbassi sul raggio OB , cbe pas- 
to per 1* altro estremo , la perpendicolare DF , la quale 
si proI:UDgbi sino alla circonferenza in E , sarà V arco 
BE uguale air arco BD ; « quiadi la DE dinoterà il 
lato di quel poligono regolare inscrittibile nel cerchio 
DBE , che ha la metà di lati del già inscritto. Final- 
mente per lo puntò B si tiri a tal cerchio la tangente 
ABC, la quale si arresti ai j:«ggi OD, OE , che passa* 
no per gli estremi dell' arco DBE \ sarà questo il la- 
to del poligono circo nscrittibile al cerchio DBE , si- 
mile air inscrittibile del lato DE (*). Or io dico , che i 
poligoni i quali hanno per loro lati le DE , DB , AC 
sieno continuamente proporzionali. 

E poiché i triangoli DFO^ ABO sono rispettiva- 
mente uguali agli altri OFE , OBG ; peirciò saranno 
essi triangoli DFO , ABO 1^ metà degli altri DOE , 
AOC. Laonde dividendosi i poligoni , che hanno per 
lati le DE , AC in' tanti triangoli , come DOE , AOC, 
quanti sono i loro lati ; si divideranno per conseguen- 
za in tanti triangoli , come DFO , ABO , quanti ne 
dinota il doppio numero de' lati di essi , cioè il nume- 
ro di quelli del poligono del lato BD. Ma lo stesso 
numero di volte si contiene anche il triangolo DOB in 

C) Ciò pui facilmente rilevarsi dal JUib^ IV. degli Elementi di 
£tt«Iid«. 
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^esV ulfimQ polìgono. Adunque i triangoli DFO , DOB 
ABO sono tre grandezze y delle quali ne sono ugual* 
mente multiplici rispettivi il poligono del lato DE ^ 
<|uello del lato DB , e V altro del lato AC t perciò 
questi poligoni saranno tra loro come quei triangoli*. * iSa'' 
Or il triangola DOF sta all^ altrot DOB y come la base 
OF alla base OB , per essere ugualmente alti*j e quin- * r.TI. 
di come OD ad OA* :: ed in questa stessa ragione è pu- • 2,.VL 
re il triangolo DOB al triangolo- BOA y per aver essi 
il lor© vertice comune in B* Laonde il triangola DOF 
stari al triangolo DOB ^ come questa triangolo DOB al- 
l' altro AOB , cioè r tre triangoli DOF ^ DOB ^ BOA 
saranno continuamente proporzionali ^ e quindi anche 
continuamente proporzionali saranno i poligoni , che 
hanno rispettivamente per lati le DE , DB y AC ,. i 
quali si sono dimostrati proporzionali ad essi triangpli< 

DOF , DOB ^ AOB. C. B. Dv 

L E M M A n. 

Ogrd poligono di itri numero pari di tati uguali cir^ 
eonscritto ad un cerchio , e quarto proporzionale in or* 
dine alla sommm de'' due poligoni inscritti in tal cer* 
ehio , V uno simile al già circonscritta , e l" altro , che- 
ha la metà del numero di lati y al doppio^ di questo , ed^ 
aW altro poUgpno circonscritto. ^ che gli' è simile.. 






Si supponga fitto Io stesso apparecchr©- «Tel* Lemma fs' ^ 
precedente , e sieno DB , DE i lati dei due- poligoni 
inscritti nel cerchia DBE , ed AC un lato dì quel po- 
ligono circonscritta , eh' è- simile all' inscritta del lata^ 
DE : e di più si tirino al cerchia DBE , per gli punti 
D , E , le tangenti DL , EH j sarà LH il lato dell'altra 
poligono circonscritto simile all'inscritto del lata DB , 
cioè sarà LH il lato di quel poligona regolare circon- 
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acrìtto al cerchio DBE, che ha doppio numero di lati 
del già circonscritto. Or io dico, che questo poL'gono 
del Iato LH sia quarto proporzionale in ordine a' due 
poligoni inscritti , cioè quelli , che hanno per lati le 
DB , DE , al doppio di quello del lato DE , ed al pò- * 
ligono circonscritto del lato AC. 

Si congiungano le OL , OH. E poiché i due trian- 
goli LDO , LBO hanno tutti i loro lati ugnali ; perdo 
essi saranno anche uguali , e l' angolo DOB resterà di- 
vìso per metà dalla LO : per la qual cosa starà AO ad 

• 3. VI.OB , o pure OD , come AL ad LB». Ma AO sta ad OD , 
. i.YI.come il triangolo ABO al triangolo DBO* , o pure come 

• i.prec.questo triangolo DBO all' altro DOF* } ed AL sta ad LB, 

• i.vi-come il triangolo AOL al triangolo LOB». Adun- 

que starà il triangolo DBO al triangolo DOF , co- 
me il triangolo AOL all' altro LOB : e , componendo , 
i due triangoli DBO, DOF staranno al triangoloDOF , 
come il triangolo AOB al triangolo LOB. Ma U trian- 
golo DOF su al suo doppio , come il triangolo LOB 

•i5.v.al doppio di esso», cioè al triangolo LOH. Laonde le 
tre grandezze , cioè i due triangoli DOB , DOF insieme 
il triangolo DOF , ed U doppio di questo stesso trian- 
golo DOF sono in ordinata ragione con tre altre gran- 
dezze , cioè col triangolo AOB , col triangolo LOB e 
col triangolo LOH : e quindi , per ugualità , dovrà stLe 
il triangolo DOB insieme coli' altro DOF al doppio di 
esso DOF , come il triangolo AOB al triangolo LOH. 
Per la q.ial cosa , essendosi dimostrato , ch^ i poLgoni 
1 q»iali hanno por lati rispettivamente le DB , DE , AC 
sie»o ugualmente multipUci de' triangoU DOB , DOF , 

•A-./.1W* AOB' : e potendosi facilmente dimostrare . che' il poli^ 
gono do! kto LH sìa pure ugualmente mulliplice del 
triangolo LOH . ne segue , che dovendo arer luogo tra 
si. ugualmente multipUci la stessa proporzione , che tra 
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!• pàtti*^ j Aehhe perciò stare il poligono del lato DB * iS,Ti^ 
insieme con quello del lato DE al doppio del poligono 
del lato DE , come il poligono del Iato AG al poligono 
del lato LH. C. B. D. 

PROPOSIZIONE I. 

TEOREMA. 

Se si prenda per unità il raggio di un cerchio ; im 
tal cérchio , con un'' approssimazione di meno di una die^ 
cimilionesima y sarà espresso da 3y i^i5già6 quadrati del 
raggio. 

Essendosi preso per unità il raggio del cercliio j il 
quadrato del raggio dinoterà V unità quadrata , della 
quale ne sarà- doppio il quadrato inscritto nel cercliio, n 

e quadruplo il circonscritto. Quindi se tale unità qua- 
drata si concepisca divisa in 1,0000000 parti uguali; 
il quadrato inscritto in un tal cerchio sarà espresso da 
3,0000000 , e 1 circonscritto da 4)^000000 . E trovando 
geometricamente il medio proporzionale tra i due numeri 
2,0000000 , e 49<>oooooo ; un tal medio proporzionale» 
eh' à 2,8284271 esprimer^ in quadrati del raggio l'ot- 
tagono inscritto*. Ed il quarto proporzionale 3,3 iSjodS^* K t^ 
in ordine alla somma di que' numeri , clie si e poc** anzi 
veduto rappresentare 1' ottagono , é*\ quadrato inscritto , 
al doppio di questo , ed al numero , che esprime il 
quadrato circonscritto dinoterà , anche in quadrati del 
raggio 5 r ottagono^ circonscritto*. Similmente passando ^ * L %{ 
col mezzo de' due precedenti lemmi , dall' ottagono in- 
scritto , e circonscritto ad un tal cerchio , prima alla 
figura di 16. lati inscritta , e poi alla circonscritta , e 
cosi continuando successivamente, si troverà essere • • 
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^*H79 


3,1 


517249 


3,1 


441189 


3.. 


1422236 


3,1 


1417^04 


3,= 


i4i632i 


3,1 


i4 16025 


3, 


i4i595i 


3, 


1415933 


3, 


1415928 


3, 


1415927 


3, 


1415926 
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la/f. di 16 hUiisor. 3,06146749 ^ '^ eireo$.\ 

32 3,iai44^> 

64 3,i365485 

laS 3,i4o33ii 

356 3,1412772 

Sia 3,i4i5i38 

1024 3,1415729 

2o48 3,i4i5877 ~~- 

4096 3,1415914 

8192 3,1415923 

l6384 3,1415925 

32768 3,1415926 

Donde chiaramente apparisce , clie le due figure cia- 
scuna di. 32768 lati uguali, una inscrittale T altra cir- 
conscritta al cerchio , fino alle loro parti diecimilione- 
sime non si differiscono affatto tra loro , essendo espresse 
dallo stesso numero 3, 1415926 ^ ond^ è , che la loro 
differenza dovrà consistere in parti più piccole di una 
diecimilionesima del quadrato del raggio, E perciò an* 
che il cerchio , eh' è medio tra queste due figure dovrà 
essere espresso da 3,1415926 quadrati del raggio, C.B.D. 

PROPOSIZIONE n. 

TEOREMA. 

Un cerchio sia al quadrato del diametro come 3, i4i SgaS 
a 4»ooo9ooo. 

i !• VL Essendo i cerchi come i quadrati de' diametri^ , starà, 
. permutando, un cerchio al quadrato del diametro, co* 
me un altro cerchio al quadrato del diametro yuo. 
Ma nel teorema precedeute una tal rsìgione per lo cer- 
chio del raggio i.si e trovata esser quella di 3,i4i592& 
a 4>ooooooo : poiché eran questi i numeri che si é ve- 
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^iito esprìmere il cerchio ed il quadrato del diametrvi«r 
Xidonde questa stessa dovrÀ essere la ragione di un 
qualunque altro cerchio al quadrato del suo diametro» 
C. B, D. 

PROPOSIZIONE ni. 

T S O R B M A. 

Il diametro di un cerchio ^ sta alla sua circonferenza^ 
come 1 a 3,1415926. 

Imperocché essendo il quadrato del diametro duplo 
del rettangolo del diametro stesso nel raggio * ^ sarà * !• TI4 
quadruplo del triangolo rettangolo , che ha per lati 'din- 
torno ali* angolo retto un tal diametro , e il raggio ; 
poiché questo triangolo è anche metà di quel rettangolo. 
Adunque starà questo triangolo al quadrato del dia- 
metro del cerchio come 4900<)oooo a 3,1415926. Laonde, 
per ugualità , quel triangolo starà al cerchio , o sia ad 
un altro triangolo rettangolo , che ha per lati dintorno 
all^angolo retto la circonferenza edil raggio ^ , come i. a ^p.Jt^ 
3,1415926. Che perciò essendo questi triangoli come le 
basi * ; starà anche il diametro alla circonferenza , come * i*Tl^« 
1. a 3,1415926. G. B. D. 

FINE. 
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NOTE 

V 

qRITICHE, E GEOMETRICHE 

SUI PRIMI SEI L^IBRI 

OBOLI t 

ELEMENTI DI EUCLIDE 

£ SVLV UNuECIMO E DUODECIMO 

•Tà LOiziom st sono fatti hbl Testo GaKeo. o fv* 

lUB COVTSHttOVO OSSKATASiOlll t<MPA4 AI.CM9 MOFOtUlOAU 

Vi sono In fine aggiunte alcune altre Note sai I^^ Libro 
di Archimede della Sfera e del Cilindra f 9 
dMa Miiura del Cerchio. 
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NeDà StaBtpetk dclk Reale AtmiemiÈ di BCtriM. 
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figùfè citiUè in' ìJtiesU 
Note ^na ^àfra araba ^d ìm'aUra ro- 
mana , la prima dinota U numero deU 
largura ^ e V altra U Volume in aà 
esiste la Toi^ola ox^eisa tro^ad : che se 
ini^ece della cifra romàna w stia una Jfj 
allora tal sfigura dovrà cercarsi nellt 
Tavoh delle Note. 



V > • ■ •• 



*- »é 






4 



. ., , 1 



\ 



•% 





iJ9 

N O T E ec. 



AL LIBRO I. 



Alli Hmm. YU. 



L 



r A pi*eseiite definizione della raperfide piana è quel- 
la che tio?asi in tutti i Codici Greei ed Arabi degU 

^ Elementi ^ ed è sicuramente di Euclide» H Simson pe» 
tè nel suo Euclide ha voluto adottare Taltra seguente: 
« La superficie piana è quella ndla quale presi due 
a punti ad arbitrio ^ la Iniea reità che gli congiugne 
« cade in essa superficie « la ifual proprietà della su^ 
perfide, piana , soggìugne p^ egU nelle Note , è mani^ 

ftstamente supposta negli ElefhenU. E questa era la 
nozione della superficie piana che diede andie Archi* 
mede; 

Alla Dep. Vili. 

Per non interrompere 1* ordine delle Definizioni che, 
trovasi nel Testo Greco , abbiamo noi ritenuta la pre« 
sente Definizione, che abbiamo però segnata dacc^in- 
to , per dinotare cV essa è superflua. Imperciocché 
tu lai definisicme si comprende non solamente quel^ 
)a deir angolo contenuto da due linee rette^ che pei 
Euclide reca specialmente netta Definizione seguente^ 
ma anche di quelle' altre specie di angoli T uno conte» 
auto da una linea retta e da una curva ^ e T altro da 
dne imee curve. Or la ccmdi-ziene' espressa in tal De*^ I 

finizione 8. , che le linee le qaali sMnclinano non 
éaUNUnO fotinare tma Jilmi coaliiiuala, .dìsU^ngge la pQS>- 
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siBiliU di éompmidere in ts$à definisione !• i wmmgB* 
tovate dtt« specie di angoli , non potendo supponi unn 
eunra nella stessa dìreatone di noa linea '-etta , a pura 
due curve nella medesima direzione fira loro. Siccbè 
per tal ragione questa definizieDO 8. , dice bene il 
SmsoQ 9 i vuota di senso. Devesl anche riflettere che 
Eudida delle suddette due specie di angoli no» la ak 
cuna mensione negli felenienti , se però se uè eccettui 
qualche luogo , ove il Testo é stato interpolato , come 
faremo osservare quando ocrorreri fame parola. Kè 
poi la Geometria Elementare ha twiogno di contidera» 
re queste due specie di angoli. 

Inoltre deve notarsi die la seguente definuione 9* 
si trora nel Testo connessa colla 8. } sicché ne fi>r» 
■u a dirittura una continuazione, e vi è necessariamen» 
te uttita { il che non ss trova giammai praticato da 
Euclide* Per tutte le aifiiidette ragioni, noit 80gueu« 
do il Simson, e stimando a proposito, che la dcBoiaio» 
ile B. che trovaA negli Elementi dehbasi tralasciare^ 
al>biamo perciò data la definiaione 9. por inta^ , fd 
indipendc^ktemente dalla ft« 

Au4 Dar. XVII. 

A quésta definizione , ch^è completa nella maniera co* 
me noi V abbiamo recata, in tutti i migliori es^nplari di 
Geometria , vi sta aggiunto « la quale divide anche p^ 
metà il cerchio a : il che non solamente non fa parte 
della dffinisiooe \ ma avrebbe anche bisogno di dimo* 
atiasione : ed il dimostrarlo saiebbequi fiacri luogo. Pro- 
do r ha dimostrato col concepir uno de* semiqerchi 
applicato suli' altro ^ come può vedersi neir Euclide 
4el Commandini i ma folto la necessitò di dimostrar 
«iò per la paesanto ddBniaioni ^ una l4 volitò ai til^ 





^m cbiaranieiite dalla 3 1 • del Lib. HI , e dalla 94. del 
Io stesso ; poicliè dalla prima di esse Proposizioni si 
•a , che ì setnicercliì «ieno segmeatt simili ^ • dall^ al* 
Ira che questi sieno uguali. 

AuB oEr. XTin. B 2LIX. 

~ Por render di più cUara intelligenaa queste due de* 
fimaHoni si è detto b e da una delle due parti della 
drconferensa » in Tece di dire » e dalla circonferen» 
aa « come si trova nel Testo Greao 1 t prtaso tutti a 
Comentatori. 

AttA nev. XXXU. 

Roberto Stmflon lia tacciata questa definizione, squali 
che essa contenga un^ affezione superflua alla cosa de« 
finita; perciocché., egli dico, ogni fid;ura quadrilaietm 
che ha i lati opposti uguali tra loro^ avrà an.he ugua* 
2t ^li angoli opposti , e viceversa , e lo dimostra. Ma 
prima di questa dimostratlone , la quale dipende dà 
alcune pi-oposìsioni del Lìb. I. , non potevasi concepir 
mai una tal verità ; e perciò la condi%ioae degli àngo* 
li doveva entrare nella definizione : altrimenti si saieb» 
he potuto credere , che oltre la figura quadri iatem , 
che in essa si definisce , ve ne potesse esstre anche 
altra i cui angoli opposti essendo uguali, non lo £>s- 
sero poi i lati} e cosi per lo contrario. £ qui giova- 
di avvertir generalmente , che non dovrà mai proscri« 
Yersi una definizione di Geometria, sol perche vi fia 
in essa qualche condizione eccedente; purché per6 il 
soggetto , che si vuol definire resti con opportuna di- 
atinsioiie ^^lerminato : nel che ^. come tutti sanno^ con* 
fiate. la preeisipne del geometrico definii^ 
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Al Postul. VL 



n numero deTostulati nel Tetto Greco è £ ciAqM^ 
de' quali i due ultimi trovatisi , presso molti Comen- 
tatori , trasportati tra gK Assioni, formando l*ii.e i%* 
di questi \ ma ia realtà senza fondamento : perchè 
IVii, cioè il nostro Postulato 4* ^ conseguenza imme» 
diata della natura ,e defiaizione dell^ angolo relto, • 
perciò non é una nozione comune ed ovvia « come ^ 
tichiederehbe percbè fosse un assioma } e T altro , cioè 
il la. è un principio da Euclide dimandato^ perchè 
non potè dimostrarlo , la qual condizione , che forma 
una imperfezione per gli Elementi ^ non lo £i perciò 
diventare un Assioma. 

Kelia presente edizione però abbiamo attche posto tra 
il numero de'Poftulati il lo^^Assioma, cioè che : Due U^ 
nee rette non chiudono spazio^ formandone il 6^. Postula- 
to ) poiché una tal verità è una conseguenza chiara della 
definizione della luea retta, e non già un Assioma; 
ed io ciò ci siamo valuti a proposito delP autorità del co- 
-dice greco sul quale ha fa^ta la sua. versione il Peyrard. 

A'CoROLLAaar bbllb Piof. V. i VI. 

A ciascuna di queste due Propozioni abbiamo aggiun- 
to un Corollario , conformandoci ia ciò anche al Sìxn^ 
son f che cosi fece nel suo Euclide in Inglese. 

Èk'LLk PaOF. VII. 

jL' enunciazione di questa. Proposiziime PabbiaOM» 
cambiata sema allatto alterare il teaso di. «Ma ^ peédbè 




9 fnimm itle Mnnciasione a pa^ok dil fvtoo , k 
JWEule^ diffieile a concepirsi d«^|[iov«iu, Bi ptitJbi no-» 
«ira enunotasione ci sembra più pnopria per V applica- 
tone di tal proposistooe aU*8*. di citile Lemma. AW- 
che ilSimBon ebbe la stessa idea nel sqo Euclide- « 

Iciokre la dimostrazione di una tal Proposìsione ha 
«hiavamealt dee casi , de* quali quello che si troua 
-ttanoante nel Testo Greco , cioè il fecondo , ( f^ 
C €spo$itiane nosira ) e die si è tralasciato daUa 
anagifior parte de^ Comentatorì , è ugualmente neoaf- 
«ario die Y altro che vi si trova. Che poi il caao 
taaesfo fosse stato da principio nel Testo ^ come giù* 
^isfoMimente riflette il Simson, é chiaro da ciò,* che!la 
^i^conda pcirte della Prnp« 5. del Lih. I, oh* è aeeet- 
Hsaria per dimostrare ira tal caso , Aon 'ha verun aitao 
Uso. Si vede poi chiaramente , che una tal seconda padr- 
te dierìvi daUa prima parte, e dalh Prop. i3 delXìb. 
3 ; e perciò che dovè esaere as^fgiunta per qualche Pjto* 
^osbione tvtf la *5, e la i3« Ma tra .queste, olire la ^.^ 
iiiun* altra ne ha bisogno ; adunque vi fu* poeta per la 
^. Anche la versione in lingua Araba haespliciiauemle 
""dimostrato un tal caso. Oltre questo caso , dal Gioamaai- 
dini t e dal ^Sirnson pure , se ne trova^ aggiunto un terae^ 
mei quale supponesi , .che il vertice di uno de' due iUi* 
angoli oada in uno da lati dalPaltrp; ma siccome V 
assurdo che deriverebbe da tale ipotesi è manifesto, ab* 
biamo perciò creduto a proposito di trascurare questo 
terzo caso^?lòniatt|ancU>ci semplicemente di accennarlo. 

U Sig. Peyrard nella Prefazione al Voi. I. del suo 
•Em^liie awerfi anche tal difetto nel Codice di -cui legli 
m valse per le aue versioni. Egli fu però 4i -opim'qme.^ 
•die ael Testo Greco non vi avesse dovuto essere u^e 
•4iatiiiaiene in casi diversi , ma al bene una d^pia Ji- 
«M ank ,-dimaatraaiskne 9 dh'jè iqueUa.olif jjin 
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essi ordm&riamenle 'trovasi ^ «d t td ]Mt»po^ egR 
•o^giufne: Ommet Commeniaiorts in errore versahanfur, 
Figura incompleta eroi in' omniifus editionihus. Seeundam 
deecripei figurami proiuxi recitu BC^ BD^ei demonstra» 
iio compieta fuit in Testa Greco nulla voce miiAata* 

Or sebbene tal maniera di dimoslrare ^esta Pro* 
posisione , secondo dice il Signor Peyrard , non debbi 
negarsi che sia ingegnosa ) pur tuttavia non é etti si- 
curamente quella che tenne Euclide » cbe dovè eneif 
analoga allaltra da noi recata , come lo stesso Pejrtrd 
confissa nella Prefazione al Tol. IP. deFa citata los 
Op^ra, reso in ciò più istruito dall* lettura ddl*ESf 
dide tradotto dall^ Arbo da Campano , nella qusl tCf* 
aioac è da notarsi ohe quel ter^o caso di cui sopri »ti 
detto si trova solamente accennato, dc^l pari cht di 
BOI è stato fatto. 

£ qid devesi pel" liltimo avvertire , cbe la venti 
ck^Ettclide dimostra nella k rop. 7 » non deve crederd 
4a lui stabiUla assolutamente come Lemma dell^Si) t 
quindi inutile a reearsi negli Elementi , ogni qoil volti 
questa potesse indipendentemente da quella dinlOstrl^ 
ai y Come taluno degli esposf lori di Euclide ba milsmM* 
te credtito; ma essa é ancora necessaria per istabilirt 
V unicità di quel punto cbe serba distanno date da dm 
dati punti ^ la qual cosa é interessante per la ÌMOnB 
de' DiUi di Sui. 

Al CoaoLLàBio nxLta Pbor. XI?« 

Un tal corollario era necessario a rerarsi negli Be* 
menti percbé di esso si & uso nelle dimostrnsione delb 
Proposizione i» del Lib. XI. Il SimsunavevaditnoHrr 
ta la verità cbe in esso si reca in un Corollario aggimits 
alla Prop. ii* dd presento Jbiiiro } ma v«MBtato«ii^ 




Il O T B 1^5 ,^J^^' 

tal TeriU va mèglio dedotta dalla Proposizione i4* co- 
se da noi si é fiitto. 

A* CoaOLLAKJ DELLA PaOP. XV. 

Nel Testo Greco si trova aggiùnto alla Prop. iS* 
un Corollario in cui si dice che : Quante rette si sega* 
no scambievolmente iu un punto , ifi fanno gli angoli 
uguali a quattro retti. Il Simson credè opportuno di "^ 
dividere ik due un tal Corollario , facendo servire il 
primo di essi come passaggio all^intelligenza del secoii- 
do , eh* è quello di Euclide più generalmente enun« 
ciato, e noi lo abbiamo in ciò imitato. 

. U Peyrard lo ha a dirittura tralasciato nel suo Euclide, 
non avendolo trovato nel Codice di cui si è servito per 
la sua versione. Egli ha però avuto torto in così fare. 

Alla Prop. XXII. 

Euclide ha tralasciato in questa proposizione di prò- 

Ilare , come taluni moderni rigoristi avrebbero voluto , 

(Jie i due cerchi DKL , KMN si debbano intersega^l^.^a J. 

re , risultando ciò evidentemente dalla determinazione 

eh* egli aveva data , cioè che: due delle rette propaste 

per costruire il triangolo , fossero , co munaue prese , 

maggiori della terza. E, dice bene Roberto Simson , 

qual principiante di Geometria vi sarà mai, il quale non 

rileverà da ciò immantinente , che essendo FD minore 

di FH , il cerchio descritto col cehtro F , e colPinter- 

vallo FD debba incontrare la re.tta FH tra i punti F, 

H ; e similmente , che essendo GH miuore di GD,. il 

cerchio descritto col centro G , e coH' inteFralIo GH 

debba incontrare la retta DG tra |G e D \ ^ che quei 

cerchi debbano inoltre iniersegarsi , per 'essere i loro 

raggi FD, pH insieme maggioi^i della FG? Ma vcdi^ 

a4 
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mo un poco in qual modo coloro , elie hantto imputa» 
la a difetto di Euclide questa tale omisaiotte , vi hanno 
poi supplito. Tommaso Simson ne^ suoi Elementi di 
Geometrìa alla pag. 49 assegna per detórmìnazione del- 
la costruzione del presente problema quest* altra de- 
dotta da Euclide , e men semplice di essa , cioè j che 
uua qualunque delle tre rette date debba euer miaorm 
della somma ^ e maggiore della differenua delle altre 
due, e da ciò dimostra , in un solo caso , che i cer- 
chi si dehhano ìntersegare, aggiungendo poi, che lo stesso 
airrehhe luogo negli altri casi. In tal dimostrazione non 
ha però avvertito, che la retta GIVI, chVgli toglie dalla 
GF potrebbe esserne maggiore , ed allora hi sua di- 
mostrazione non regge , e bisognerebbe farne nn* altra 
per questo caso. Ed il Wolfio, tutto che gran logico ^ 
viene a ragione tacciato dal Montucla, per aversi ne*suoi 
lElementa Matheseos Universae t. t. pag. ii%. edit. del 
1740, e 1743 proposto a dimostrare il seguente teo« 
rema : Se, presi per centri gli estremi di una linea rei- 
tà , e con due raggi i quali insieme presi Steno mag^ 
giori di quella retta , si descrivano due cerchi ; questi 
si dovranno inters/tgare \ il che non è sempre vero ^ a 
meno che, come Tommaso Simson ben vide, la dif- 
ferenza di que'due raggi non sia minore della distan- 
za de^ centri dì que^ due cerclii. Eld in questo stesso 
errore cadde anche il Wolfio , allorché nel Problema 
12. de^ citati Elementi propose a : Costruire un trian» 
gaio con tre rette date , due delle quali prese insieme 
eieno maggiori della terza. 

In fine deir enunciazione di questa Propozione , nel 
Testo dagli EUmenti, ed anche nel Codice del Peyrard, 
si trova inutilmente soggiunto : quia et ownis trianguli 
duo Intera reliquo majora sani omnifariam swnpta. 
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^ Il Simson verso il principio di questa dimostrazione >fg.34.I. 
vi ha ag^iui^o « delle linee rette DE , DF sia DE 
q;uella , che non è maggiore dell' altra DF « cioè si 
prenda quella delle linee rette DE , DF , cbe non è 
la maggiore ^ per costituirvi 1' angolo EDG nguale al- 
r altro pAC , poiché ( soggiugne egli ) senza una tal 
conditone, questa Proposizione avrebbe tre casi diver- 
si , come si vede presso Campano , ed altri. Or , con 
buona pace di si gran Geometra, la sua riflessione 
non è troppo giusta , poiché é vero , che Tapparecchio 
di questa dimostrazione , quando la DE non si pren* 
da con la condizione , eh' egli vi appone , dia tre casi 
distinti, quello , cioè , in cui la EG cade al *dì S4ipr« 
della EF , e quindi il punto F si ritrovi fuori del 
triangolo DEGTy.r altro nel quale la EG si supponga 
coincidere con la £Fli ed il terzo in cui la £G cada 1 
al di sotto della EF ; e perciò il punto F si rìtiovi 
dentro del triangolo DGE. Ma é ugualmense vero , 
che il secondo caso é intuitivo 5 ed il terzo, dimostra- 
to che si è , come nel primo 9 che EG .é uguale a 
BC , si riduce evidentemente alla ^Prop.ai. Adunque 
Euclide ha dimostrato in questa Prop. a4- solamente 
il caso 9 che aveVa bisogna di dimostrazione. La m^« 
'iiiera come ha poi il Simspn esclusi quei due altri ca. 
si 9 non soddisfa completamente ^ poiché avrebbe egli 
dovnto dimostrare , che costituendosi 1^ angolo EDG 
ugnale all'angolo BAC, nel punto D della DE, che 
non è la maggiore delle DE, DF, e presa la DG. ^- 

guale alla DF^ la EG cada necessarianiente al di sopra 
.della .EFy e quindi il punto F fuori del triangolo 
EDO: il che non ha egli fatto. . • 



Alla Paop. XXIX. 

La dimostrazione di questa proposizione è fondata 
su quel principio di Geometria , che da Euclide fu sta- 
bilito per quinto Postulato , e del quale alcuni Comen- 
tatori hanno formato Tii^, o il 120. Assioma ; ma che 
però per comune avviso de^ Geometiì si antichi , che 
moderni, non può aver luogo tra gli assiomi, avendo 
bisogno di esser dimostrato : ed una tal dimostrazione 
ha travagliate le meiyti de' Geometri inutilmente per 
lungo tempo, f^eggasi a questo proposito la JBisseria" 
ziane sul Fost. V. in fine del Voi. /• 

Alla Paop. XXXII. 

Nella presente edizione abbiamo aggiunti a questa 
Prop. due Corollarj necessarj a recarsi negli Elementi, 
perchè non facili a rilevarsi da* giovani principianti di 
Geometria. Lo stesso aveva anche fatto il Simson. 

I • 

Alla Paor. XXXV. 

n SimsoB , seguendo il Coramandini , ed altri Geo- 
metri ha distinta questa dimostrazione in tre casi , e 
solamente ha cercato di comprendere il secondo , ed 
il terzo in una sola dimostrazione. Ma in verità una 
tal distinzione è superflua ; poiché il primo caso ,- nel 

j%.97«I, quale si suppone , che il parallelogrammo BCFD ab» 
bia per nn suo lato la diagonale 6D dell'altro ABCD, 
è una conseguenza immediata della Prop. 34 9 e gli al- 
tri due casi , cioè quelli in cui si suppone, che il pun- 

jJ^lSS^ to E cada tra i punti A , e D , o pure al di \k del 

' punto D nel pl-olungamento della AD , eh' è il caso 

che fi trota nel 'ì*esto Greco , haxmo identiche dime- 
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strazioni. È perciò clie noi abbiami creduto superQua 
im tal distinzione. 

Allì Prop. XLV* 

Seguendo il Commandini, ed il Sirnson, si è aggiun» 
to a questa proposizione un Corollario , del quale si 
ha bisogno principalmente nella Prop. 25. del Lib.VI. 



A L L I B R O II. 

Alla Prof. XIII. 

n Simson seguendo ^esempio che gliene avevano dato 
nei loro ronfienti agli Elementi di Enclideril Commai^ 
dini ed il Clavio ba enunciata la presei^te Proposizione 
in una maniera generale ed applicabile ad Offni specie 
ai triangoli , e ne ba perciò divisa la ^iuiosti'azione in 
tre casi de* quali quello cbe riguarda il , triang9lo ret- 
tangolo cf sembra inutile afiatto a recarsi , essffndo una 
consegueiijza immediata della Prop. 47 del Lib. I \ e 
gli altri due , cioè quello in cui la perpendicolare ab- 
bassata sopki un lato adjacente alPailgolo acuto cade 
dentro del triàngolo , e T altro in cui cade fuori potè- 
vansi comprendere in una sola dimostrazione , raddop- 
piando la figura , come noi abbiamo fatto. 

DaHa veHti dimostrata in questa proposizione , cobh 
binata con quella della proposizione precedente» si può 
ricavare il seguente Teorema, elementare» cbe qui re- 
cbiamo, avendone bisogno in appresso. (*)• 

O Nel lii. II. ielle Sez. Con. 
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TEOREMA. 



/|f.6i.L Se si divida per meià la base BC di un irimngelo 
ÀBC ; i {juadraii de* lati AB^ AC saranno il doppio 
del quadrato delia metà BE della base , e del quadra^ 
io della congiungenU AE. 

Imperoccliè abbassata dal vertice B sulla base BC 
la perpendicolare AD : nel triangolo ottusangolo AEC, 
il quadrato di AC é uguale a quelli di AE, e di £C 

* la.n. insieme col doppio rettangolo di CE in ED^ , o sia 

di BE in DE. E neir altro triangolo AEB , il quadra- 
to di AB lato opposto all^ angolo acuto in E pareggia 
quelli di AE, e di EB toltone lo stesso doppio rettan- 

* i3.IL golo di BE in DE*. Laonde i due quadrali di AB,edi 

AC pareggeranno i quadrati di BE , di EA , di EA^ 
e di EC, cioè il doppio quadrato di BE , insieme col 
4oppio quadrato di EA. C. B. D. 

Alla Paof. 3LIV. 

ITella dimostraauone A questa proposizione , dice be- 
ne il Simson 9 id è stato da taluno inettamente inter- 
31 posto $e non aia BE uguale ad ED, una di esse st- 
» ri la maggiore | sia questa la BE , cbe si prolunghi 
n in F eo. 11 come se prolunganda la minore, la co- 
struzione non pptessc aver luogo. Si è perciò tolta una 
ìA condizione 9 « detto solamente « si ^prolunghi BE 
* in F e€* » 
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AL LIBRO ni. 

Alla Daf. I. 

Il Simson dopo questa definizione soggiunge: haeù 
non est dtfinitio , sed iheorema cujus veritas pafei 9 si 
enim circuii quorum quae ex centri» suni aequalcM , sibi 
mutuo appUcenturj ita ut centra eorum congruantj con-* 
gruent et spsi circuii. Ed alla Nota della Def. 10. del 
Lib. XL di nuoyo dice : quae enim dicitur defimtio 
prima libri 111. revera est theorema ^ in quo asserUur 
eos circulos aequales esse j quorum quae ex centris sunt 
ùequales , quod quidem ex definitione circuii perspicum 
apparety ideoque a quQdam inter definitiones non prò* 
prie locatum est. Non enim aequalitas figurarum defi" 
nienda est , sed demonstranda. Una tal proposizione i 
veramente una conseguenza immediata della definizione 
del cerchio ^ come V è della definizione dell'angolo ret- 
to il quarto postulato , che perciò essa può aversi co^ 
me un Principio di Geometria Elementare. 

Alla Def. VII. 

La presente definizione è inutile per la Geometria , 
ed ha dovuto essere intrusa negli Elementi senza alcun 
fondamento da qualche antico Scoliasta o Amanuense; 
che perciò nella nostra versione T abbiamo segnata ac- 
canto , seguendo V esempio del Simson. 

Alla Prof. !• 

Tra le imputazioni date ad Euclide da alcuni mo- 
derni , per un rigore malinteso , vi è quella delle di- 
mostrazioni indixette , delle quali non è egli solo che 



ba fatto uso ne* suoi Elementi ; ma Archimede , e 
tutti gli altri antichi Geometri. Or questi i^odemi rigo-- 
risii nel trattar severamente Euclide hanno manifestata 
la loro imperizia ; poiché non hanno avvertito , che vi 
•ono alcune cose , le quali non possono in altra manie- 
ra dimostrarsi. Al qual proposito il Sig. d* Alembert 
giudiziosamente dice. » Le dimostrazioni che si possono 
« impiegare in Geometria sono di due specie, dirette , o 
« indirette. Le prime' si deducono immediatamente dal- 
« la nozione stessa dell'oggetto, del quale si vuole stahi- 
e lire qualche proprietà , e sono quelle che dehbonsi 
« impiegare in preferenza, perché illuminano nel tempo 
« stesso, che convincono. Ma se il numero delle nostre 
« conoscenze certe é piccolissimo^ quello delle nostre 
» conoscenze dirette Ve ancor più ristretto. Noi ignoria- 
» mo per rapporto ad un gran numero di oggetti quel- 
< lo chVssi sono, e quello che non sono , e per molti al- 
« tri non ne abbiamo, che idee negative , cioè a dire , 
« possiamo meglio sapere quello che non sono, che quello 
1» che sono ^ e possiamo chiamarci ancora felici , nella 
« nostra indigenza, di possedere questa conoscenza im- 
« perfetta, e troncata, che non é che una maniera più 
« dolce di essere ignoranti. Or in tutti questi casi si è 
K nell'obbligo di ricorrere alle dimostrazioni indirette, a 
Ed il Sig.Montucla ancVegli parlando di costoro, dà ad 
essi il torto, per la ragione, che : « vi sono senza dubbio 
H delle proposizioni, le quali non possono esser dimostra- 
ii te, che in questa maniera ». Ma se il d^ Alembert ha 
voluto ciò comprovare con un ragionamiento astratto y ed 
appartenente ad ogni genere di verità^ e che il Mon- 
tucla s! è contentato di stabilirlo come^ massima nelle 
ricerche geometriche ; il Simson da profondo goometra 
ha voluto dimostrarlo col seguente ragionamento appli- 
cato alla Prop. i. del Libro III. di Euclide, che in ve- 
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riti é m^ esf^ìpiQ ^rMc'n^^sLqiio per. comprovare oièi db« 
si è dettp» l^cpo quelli) i^b'ei dice nWon si può divposH^ni^ 
» diretUmeut^ 1^ prima del Lil>. III. di Euclide Vpuichf 
« dltre 1^ defimzione del cerchio , non v^a su qtiiesU fi* 
V gara principio alcuno ^ da cui si possa dedurre upa tal 
» dimostrazìoue io qualunque pdodo \ cke perciò è weoefh 
» sario , che si dimostri clie il punto assegnato pe^ 
e costr^^iope aia il centro del cercUo, fbudaudo^is^- 
D mén^ >u41a depilazione drl cerchio e siidle pfopo4Ì3^0QÌ« 
« ^lÀ dimostrate. Or poiché i|f tal dimostrazioue bisor 
» glia far uso di questa verità , cioè , che : le leoee reit^ 
« ferale <fal cenilo alla olrcc^nferenza sono ugwiìirirfii 
> loro'^ e non é lecito di assumere , ebe il plinto ritrovalo 
n piBT coatruzione sia..,iJjcètitro , perchè questo è quello 
» cbe deve di mostrarsi : è mani^to perciò , cbe debh^ 
y assumersi un altro punto cOme centro , e ledaque^ 
» sto assunto ^egue qualche assurdo ^ con^e in fatti 
a dimostra Euclide ^ che segiie ^ allora nte risulta , 
-H che il punto preso non è il centro. £ siccome- U9^ 
» tal punto si è preso ad arbitrio^ perciò ^nessun al* 
a tre , oltre quello che per costnjizioae H è ritroya- 
> to , potrà essere il centro. ^ da ciò ( cpiK^iudf» ì| 
a Simson ) si rileva la negeisità della diu)0»tv$^%Ìon# 
» indiretta , o sia per assurdo » . Noi però in altro 
luogo di queste Note stabiliremo con nuovi argomenti 
la necessità di siffatta ipaniera di dimostrare ( F^ff* la 
N0i0 alla PrQp.^.lib. ^L }. 

Alla Prof. IX. 

jQu^/lta Proposiaiopie ha' ne) Testo Greco dne di^- 
|ao3tf^p()ni Riverse , la prìxna dirplta , e quella drfr 
Miter indiretta. Ngi^abbi^?iO pr^fejrit/^ ip cyue^li E%- 
meptJf > secqnda dì /5i»e , poiché moftrava un' applica- -- e . 
9<^e ,df^a Pyop. 7, , (9blF »Ì^iinentr affeb^ ^t#. 
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una interruzione alla catena geometrica ; ed anche per- 
ché più breve della diretta , che ora (|ui rechiamo. An- 
che il SimsoQ aveva fatto lo stesso nel suo Euclide. 
.•|||.i. N» Sia il cerchio ABC dentro del quale prendasi il pun" 
io D ^ donde cadano alla circonferenza più di due linee 
rette uguali , come le DA , DB ^ DC: dico che il pun» 
D sia il centro del cerchio ABC. 

Si giungano le AB, BG , che si dividano per metà ne* 
punti E , F , ed unite le ED , OF ^ »t prolunghino fino 
a* punti K , G ; L , H. E poiché la AE é uguale alla 
EB , ed é comune la ED ; .saranno le due AE , ED 
uguali alle due BE , ED ; é pure la base DA uguale 
alla base DB ; adunque V angolo AED sarà uguale al- 
V angolo BED \ e perciò ciascun di essi sarà retto. 
Xaonde la GK segando la AB per metà gli è perpen- 
dicolare. E poJthé se nel cerchio una qualche linea 
retta sega un'altra e gli é nel tempo stesso perpen- 
dicolare , in quella segante deve trovarsi il centro del 
cerchio ; perciò il centro del cerchio ABC si trovorà 
nella GK. Per la stessa ragione deve esso trovarsi nella 
HL ! e queste due linee rette non hanno altro punto 
di comune se non il punto D. Quindi D é il centro 
del cerchio ABC. C. B. D. 

' Alla Prof. X. 

Anche per questa proposizione abbiamo ne*nostri 
Elementi preferita quella compresa nell* Aliter del Testo 
di Euclide, e non già la prima , che per altro era an- 
ch' essa indiretta \ e ciò ad oggetto di connetterla . con 
la precedente , ed anche per la brevità della dimo- 
strazione dell' Aliter in paragone dell' altra che ora qui 
rechiamo. Cosi pure aveva fatto il Simson. 
tg»^*N* Se può avvenire la circonferenza' ABC tagli la cir- 
óbnferenzA DEF in più di tlue punti y come* in B, G, 
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Fy* H^ e gioiìte le BG, BH si dividano per meli in K^ L, e 
da questi punti $i tirino ad esse £G , BH le perpen* 
dicolari KC ^ LM , che «i prolunghino fino a' punti 
A, E. E poiché una linea retta AC, nel cerchio ABC, 
divide un' aitila linea retta BH per metà e ad angoli 
retti ^ dovrà in c^uesta AC ritrovarsi il centro del cer* 
chic ABC. Di nuòvo, perchè nel medesimo cerchio 
ABC una linea retta MX divide V altra BG per metà 
e ad angoli retti ; perciò in quella NX dovrà esistere 
il centro del cerchio ; e si é dimostrato che doveva 
tal centro ritrovarsi anche nella AC ^ e questa retta 
e la ]\X non convengono in altro punto , che in O. 
Adunque O è il centro del cerchio ABC. Similmen* 
te dimostreremo che il punto O sìa anche il centri» 
del cerchio DEF. Quiudi due cerchi che s^ intersegano 
avrebbero lo stesso centro ; che non può essere. Che 
perciò un cerchio non sega un altro cerchio in più di 
due punti. C. B. D* 

Alla Prof. XV« 

Ad imitazione del Simson abbiamo aggiunta a que* 
sta Proposizione la conversa della seconda parte di es- 
sa , ove si dice nell^enunciazione : e quella ch^ è mag" 
giore sarà più vicina al eentro che la minore^ supplendo- 
vi la dimostrazione. E con ragione il Simson ha fiitto tal 
cambiameoto nel Testo^ per. rendere questa proposi- 
zione uniforme alla precedente con cui è strettamente 
connessa , e nella quale Euclide avea data T eonncia- 
zione e la dimostrazione della diretta e della conversa. 
In quanto poi alla dimotstrazione della prima parte 
della Prop^ z5., ci siamo attenuti anche alla manie-> 
ra dei Simson, aivendo evitato d' introdurre , come si 
trova ne^ Testo di Euclide^ e presso gli altri- suoi espo>^ 
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/g.77.i «itorì, ttii''dini Tetti perpendicoJaPè-. dia FR , éà m 

dislanst dal centro uguale ala Efi , |a i|tia]e rinUtaTA 
* 14 Ali bagnale alia BC^ , p«r ititèrimzKO onde ^rofla^ At il 

diametro AD èva maggioi-e di BG. 

ÀI-LA PaoF. XVf. 

Jn questa Pr&poftitioiie &i è re^o dal Tentò Greco 
il teto senso della medesima , seasè airér fatta nkenzio- 
Bc deir angfjflp del semicerchio , e di quelle clié lalcuni 
«oncepiscoiio contenersi dalla circonferenza , e dalla 
tangente , de' ^ali angoli Clavio , Pelleti^er , ed altr 
moderni molto disputarono tra loro , "é da essi dedus- 
sero ma)*avig!io8Ì paradossi , a yerxtb de^cjtiali è £ fon- 
damenlo r enunciazione da noi rapj5ortata . himilinen- 
le nulla dicemmo dell* angolo dèi segmento maggio- 
re, del minore nella Prop.3irfdi questo Libro; ma ab- 
biamo enunciato il senso della proposizione , senza 
quelle parti di essa , che taluno potrebbe giustamente 
sospettare che fossero adulterine , come afferma il Vie- 
ta nella pag. 386. delle sue Opere Matematiche^ 

Alla Pkò*. XVII. 

A questa Prop. si e aggiunto il caso ih cui il pun- 
to dato y donde si Tuel tirare la tangente , si suppone 
essere nella circonferenza del cerchio ; il qual caso , 
sebbene facile , non doveva pere Iralascfarsi ; poiché^ 
fsso Euclide spesso fa uso nel Lib. IV. 

Alla Pxov. XXI. 

Nel Testo d'eco non si trova dink>strato , che quel 
solo caso di questa Proposizione, in «ui si suppone , 
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che il segmento yfa maggiore del semicerchio : vi man- 
cava dunque l^||dimostrazìone nel caso che tal segmento 
fosse semicercfiio , o minore del semicerchio , cioè noa 
mac^giore del semicerchio 5 e questa sì è dal Simson , 
e da nói supplita, derivandola in una maniera sempli- 
cissima da cfuella del primo caso. 

\ 

Ai^i^^ Pkop, xxni, E XXIV. 

Nella Prop, XXIV. si dimostra , che il segmento 
AEB non po^sa non combaciare col segmento CFD, g-^*'*^'' 
mutar aito in modo, che le loro circonferenze s' inter- 
segfaìno; perché altrimenti si dice » un cerchio seghe- 
» rehbe un altro cerchio in più di due punti». Il Simson 
con ragione ósserfa, che ciò doveva dimostrarsi impossi- 
bile nella 28, nella quale sf era solamente dimostralo 
impossibile , che V un segmento potesse comprendersi 
nelP altro , e non già nella ^4 la cui dimostrazione ri- 
sulta immantinente dalla 23. Egli dunque togliendo tal 
passaggio dalia 24. lo ha riposto nel suo proprio luogo 
nella a3 ; « noi abbiamo fatto lo stesso. Anche il Cla- 
?io yidde, che nella .23 vi bisognava dimostrare la con- \ 
dizione che le circonferenze di que* due segmenti non 
potevano intersegarsi , e supplì tal dimostrazione , ma 
egli poi fuor di proposito stimò necessario d* includer- 
la anche nella "24 , ove ne fece di più un caso a parte, 
J)al già dettò risulta che il Testo Greòo ha dovuto es- 
sere in questo due Proposizioni enormemente alterato. 



Alla Prof. XXV. 



Questa proposizione si trova nel testo Greco di^ 
tisa m tre casi, due de^ quali hanpo la stessa co^trii- 
zione , e dimostrazione ; ed è perciò che l'abbiamo dì- 
Visa in due solamente. 
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Alla Paop. XXXUL^ 

Anche questa preposizione si trova divisa nel 'Te- 
sto Greco. i*i tre casi , due de' quali , quello cioè' nel 
quale T angolo dato si suppone acuto » e 1* altro in cui 
si prende per ottuso, hanno del tutto la stessa co- 
struzione , e dimostrazione : perciò noi abbiamo trala- 
lasciata come superflua , la distinzione di questi due 
casi , che abbiamo compresi in un solo , in cui abbia- 
mo detto, «e Che se poi V angolo dato non è retto ». 
Inoltre la dimostrazione del caso nel quale Tangolo dà- 
to fosse retto , anche per imperizia , ha dovuto esser 
cambiata in un'altra inelegante, e piena d^ inutili pae- 
saggi ; che perciò^ con Clavio , e Simson Gabbiamo 
restituita nella sua forma genuina. 

> 
AiLA Paop. XXXV. 
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Siccotiie le Proposizioni 2$, e 33. erano state di- 
vise in più casi , cosi , dice bene il Simson , questa si 
era divisa in minor numero di casi , che faceva biso- 
gno. Né può sospettarsi, che Euclide gli abbia trala- 
sciati per la loro semplicità, poiché diede il più facile 
di èssi , cioè quello nei quale si suppone^ che le due 
linee rette s' iuterseghino nel centro ^ e poi nella se- 
guente Prop. 36 dimostra anche separatamente il caso 
semplicissimo, nel quale la segante si suppone passar 
per lo centro. Par dunque, che Teone, o qualche al- 
tro tra gli antichi gli abbia tolti per brevità ^ il che 
2ion deve affatto aver luogo in un libro elementare. É 
perciò , che abbiamo restituiti i casi tralasciati ^ come 
gli offrono le versioni dall^ ArabQ. 
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AxLA p&op. xxxvn. 

In fine eli questa proposizione si sono cancellate 
le parole » similmente si dimostreri , se il centro sia 
» nella AC » come per ignoranza aggiunte da «jualclie 
editore. 



AL LIBRO rV. 

Alla Paor. IV. 

In questa Proposizione , come [anche nella 8 , e 
nella la. di questo Libro , si dimostra ordinariamente 
per assurdo , che il cerchio tocchi le linee rette , che 
sono tirate per costruzione perpendicolari a^ suoi sag^ 
raggi ; mentre lo stesso si dimostra direttamente nella 
Proposizioni 17, 33 , e Zj del Lih. III. Abbiamo 
dunque anche in quelle proposizioni del presente Lib. 
seguita la stessa \ia , la quale é pure più breve* 

Alla Pjiop. V^ 

Il Simson riflette bene , che la dimostrazione di 
questa proposizione sia stata da taluno viziata ; poiché 
non vi si dimostra, che le linee rette le quali dividono 
per metà , ed angoli retti i lati del triangolo. , conven- 
gano tra loro; e poi fuor di proposito si«»divide in tre 
casi, essendone una la costruzione, e la dimostrazione 
di essi, come osservò acconciamente anche Campano. 
Abbiamo dunque supplita quella parte della dimostrazio- 
ne, eh' era mancante, in una maniera più semplice di 
quella tenuta dal ^mson : ed abbiamo tralasciata la 
distinzione in casi diversi , come inutili ripetizioni. 
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Cbe poi una tfl proposÌ2ioae $U sUta da taluno 
viziata nel Testo Greco ^ Io mostra^ evidentemente an- 
che il Corollario di essa, nel quale si & menzione^ Ài un 
angolo dato ^ «leatre niente vi e , ne jm^ esservi n^iU 
Pi^p^sìxìoiie intorno ad un ìrì angolo. 

« 

Allb Prof. XY, e XVL 

Nel Corollario della 1 5 vi mancano nel Testo Gre- 
jco le parole equilatero , ed equiangolo \ e nella i6. si 
trova cerchio in vece di circonferenza , dove si dice i 
quindi di quante parti è il circolo ABCD. »E dà tro- 
vasi anche altrove praticato nfgli £lemf nti , come nel- 
la I^. e X. del Lib* III. JVoi però abbiamo creduto 
41 pocre sempre ìa <qpesti luoghi la voce.circoii/«f)enaa. 



ALLIBRO y. 

Alla Dep. Ili* 

Senza discettare sulle opinioni , che tAnli Geomr=^ 
tri hanno avute di qaesta definizione, ci sia permesso di 
proporre brevemente un nostro comento ad essa. » La 
ngioaie^ è sui ceirto xapporjto scambievole di due gran- 
pazoe, dello fibesso §enei«, secoado k quantità. Dicen* 
dosi è ikfi ce9^ rapporto scambievole^ si dev« inteadere, 
che poleo^P indistiatamiente paragonaroi 1" una di essf 
aUf altra , vO >questa alla prima ; non debba diìamarsi 
ràgaone , che nà. sq^ ali questi rappoHi per voka. 1/ 
aggritftto 'Seconda la ^puaàiià i stalo male i»terpetrato 
anche da GonoMiri sommi. St è creduito , cbe fiissa 
^esto ^ai affieaioae detta ragiioiie , « quindi ^ che biso^ 
gnasac iioa defintnione particolare per la vooé ifucmiUm 
e perq^aeita definiaiofie quanti evroiri geometrirnsi aieoo 
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coittmes^ , sarebbe troppo lungo il dirlo. Si rìsGontri 
su tal proposito la Nota alla definizioDe della ragion 
composta. La "Voce ^uantilà non è relativa alla ragione ; 
ma a'termini , che la rappresentano ; ed Euclide , o il 
Geometra qualunque siasi, che ha fatta una tal defini- 
eione 5 ha volujko significare con quella ggi unto, ch^ esse 
i;^andezxe dovevano paragonarsi sempKoppiente come 
grandezze, senza tener conto né della loro specie, né 
del loro sito, o di altra qualunque afiSsi^ione,, che po- 
tesse competerle ; e'I Commandini di fatti aveva ciò 
adombrato nel suo comento a tal definizione col dire 
al proposito del quatenus ad quaniUatem perUnet- Vide 
ne potius dictum sii, ut inielUgatur proportioy quae in 
quantiiaiey non item ea , quM in aestimaiione consistii * 
Anche il Gregory hapreso un equivoco a questo propo- 
sito, quando ha detto , che doveva invece di quantità" 
tem dirsi quaniuplicitatem\ poiché in tal caso non si defi- 
nirebbe, che la sola ragione muUiplice^ il che renderebbe 
particolare una tal definizione : e poi non sarebbe essa a- 
dattabi}e, che alle sole quantità commensurabili tra loro. 

Alla Def; V. 

, La definizione di un soggetto geometrico , dice be- 
ne il Ga^leo (*) , deve aggirarsi neir esposizione di 
una della passioni di esso , che sia però la più facile 
di tutte , e quella per appunto, che si stimi la più in- 
telligibile , anche dal volgo non introdotto nelle Mate^ 
matiche. Euclide stesso cosi ha fiitto in molti luoghi» 
Sovvengavi eh' égli »on disse il oerchio essere una fi- 
gura piana , dentro la quale tutt* i quadrilateri abbia- 
no gli angoli opposti uguali a due retti. Quaindo anch^ 



(0 Piiacipìa della ^ìnta giooM^. 

a6 



Uh. 5 



aoa 9 o T B 

cosi aTesse dello , sarebbe slata buona definizione. Ma 
• mentre egli sapeva un^ altra passione del cerchio più 
intelligibile della precedente , e più facile a formarse- 
ne concetlo *, cbi non si accorge 9 oh* egli fece assai 
meglio a meltere avanti quella più cbiara , e più evi- 
dente , come definizione , per ricavar poi da essa la 
altre più recondite , e dimostrarle come conclusioni. 
É secondo questi prìncipi , che dobbiamo mettere ad 
esame la definizione 5 del Lib. V, 

Suppongasi dunque ^ come Io suppose Euclide men- 
tre le defini , che le grandezze proporzionali si trovi- 
no 9 cioè cbe date in qualunque modo quattro grandez- 
ze , quella ragione , o quel rispetto , o quella relazio- 
na dì quantità , cbe ha la prima verso la seconda , la 
stessa possa avere una terza verso una quarta; e sieno 
A , B , C , D queste quattro grandezze proporzionali, 
cioè come A a B , cosi stia C a D; Pidea ahe ciascu- 
no si ha formato della ragione dalla deù 3. , gli Itkrk 
subito vedere , che tali ragioni essendo uguali ^ non 
potrà essere a meno , che le due quantità A , C , che 
si paragonano sieno minori, o uguali, o maggiori re spet- 
tivamente di quelle a cui si paragonano, cioè delle B,D. 

Or essendo A 'a B, come C a D ; si vede chiara- 
mente che il doppio di A debba anche serbare a B la 
stessa ragione , che il doppio di C a D ; poiché cia- 
scuna di queste huove ragioni è doppia di ciascuna 
dèlie proposte , che supponevansi uguali. Similmente , 
che il triplo di A debba serbare a B la stessa ragione, 
che il triplo di € a D ; e cosi pure , che il quadruplo 
di A , il quintuplo ec. debba avare a B la stessa ra- 
gione , che il quadruplo ', il quintuplo ec. di C a D : 
cioè in generala , che nA stia a B , come nC a D ; di- 
notando con rìA , ed nC due ugualmente multiplici 
qualunque di A , e di C»^ 
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Or essè&do rA : B : : nC : D , si potrà conchiu- 
dere con la stessa induzione di poc'anzi , che stia nA : 
niB :: nC : nD, dinotando con mB , ed mD due qual- 
sivogliano altri ugualmente mullipUci di B e di D: per- 
ciò di nuoi^o le nA, nC si dovranno accordare in esser 
minori , o uguali , o maggiori delle mB , mD. Adunque 
la definizione 5. del Lib. V» conterrà una delle più 
chiare a£fezioni delle ragiooi uguali. 

Ma potrebbe dirsi da taluno , V essersi provato , 
che questa affezione competa alle ragioni uguali , non 
esclude , che possa anche appartenere alle disuguali . 
Or noi diqiamo , che sebbene Euclide nella defia. 7. 
abbia assunto per vero » che il carattere delle ragioni 
uguali n«n possa competere alle disqguali , non per 
questo può dirsi , che ci abbia data una dottrina ine- 
satta delle ragioni uguali , e disuguali , perciocché egli 
stesso fa vedere nella Px*op. 8, come essendo disuguali 
due ragioni si può sempre trovare quel caso , nel quale 
questa proprietà inalterabile delle ragioni uguali no]| ha 
luogo per esse* Finalmente potrà dirsi: Euclide in quel* 
la Prop. 8. dimostra la possibilità del concetto da lui 
assunto nella definizione 7 supponendo, che le due ra;- 
gioni abbiano un conseguente cQmune* Ma ciò non de- 
roga alla generalità del concetto: perciocché se stia A a B iu 
maggior ragione di C a B^ e che quindi si verifichi il con- 
cettodi Euclide^ niente impedisce, che si supponga es- 
sere C a By come- M ad N, e dovendosi poi in tal caso 
verificare» per la def. 5 , che ^e un multiplice <ii C è 
minore, o uguale a quello di B, Tul^Wnciente. ixtaltipli- 
ce di M debba anch'esser minore^ o ifguale a quella di 
K; n« segue^ che il muUiplice di A superando quello di 
B, Tugualmente multiplice di M non superi quello di Nf 
il cheé conforme a ciò, che si era stabilito da Euclide. 
Dopo tiit^o quello che si è dettò, e che può avei^si 



come un bastante cemento alla definisione 5 del lib.V., 
eccone anche un altro per coloro , che credendola oscu- 
ra rhanno sbandita da^ loro liìiri , con poco buon sen- 
so geometrico , sostituendovi V altra volgare ed impro- 
pria , perché particolare , fondata sul principio di ugual 
continenza , ch^ Euclide aveva andi^ egli con assai più 
precisione che quelli non fanni» , riportata nel libro 
Yll., per carattere deiruguaglianza delle ragioni tra nu- 
meri alle quali sta bene adattata « Una tal definisione 
fteco^do Euclide è la seguente* 

DEF. XX- DEL LIB. VH. 

> Numeri proporzionali sono , quando il primo del 
f secondo, ed il terzo del quarto fossero o ugualmen- 
1» te multiplici , o la stessa parte , o le stesse parti. 

Or noi nel seguente teorema mostreremo a costo- 
ro, che il criterio delle ragioni uguali che si assegna 
in questa definizione sia identico a quello della def. 5. 
del Lib. V. cioè che poste quattro grandezze propor- 
zionali secondo la def. so. del YS^. esse 'risultino an- 
che tali per la def. 5t del Y^. 

PROF. TEOR. 

Sieno jéy 'S^ €y D^ quaUro grandette tali ^ che A 
eia Migualmenie muìfipUee ^ o la stessa parie , o le sfes- 
ee parU di B , ekft C di Di dico che gli ugualmente 
mmUiplid di A e C debbano accordarsi in esser mag- 
giori, uguali o minori di qualsiuogUano altri uguaU 
piente multipUei di B $ D. 



A B C D 
E G F H 

Cos. té Suppongasi primieramente A tanto muHtplice 
èi B, quanto C di D, e sièno E ed F gli ugualmente mul- 
tìplici di A e C, e G ed H quaUivogliano altri ugual- 
mente multiplicl di B e D. E poiché E ed F sono u- 
gualmente multiplici di A e C^ e queste Io sono per 
supposizione di B e D , saranno E ed F anche ugual- 
mente multiplici di B e D. Ma delle stesse B e D ne 
sono anche ugualmente multiplici G ed H. Adunque 
se E sia un maggior multiplice di B, che G della stes- 
sa B, dovr^ anche F essere un maggior multiplice di 
D , che H di D stessa \ vai quanto dire, che se E fos- 
se maggiore di G, sarebbe F maggiore di H: e simile 
mente se E fosse uguale a G , o pur minore, si dimo- 
strerebbe che F sarebbe uguale , o minore di H« 

Cas. 2. Suppongasi ora che A sia quella stessa parte 
di B che C l'è di D, saranno al contrario le B e D 
ugualmente multiplici delle A e C , e la dimostrazione' 
"procederà in questo caso , come nel precedente. . 

AB CD 

b d 

E G F H 

Cas. 3. Che se le B , D si suppongano essere le stesse 
parti delle A^ C: si supponga essere b una parte di A, e <2 
una stessa parte di Q esieno inoltre^ come nel primo caso, 
E ed F gli ugualmente multiplici di A e C , e G ed H 
quelli di B, e D. E poiché E ed F souo ugualmente mu 1- 
tiplid di A e C, ed A e C lo sono dì be d^ saranno anche 
£ ed F ugualmente multiplici di be i"*. Similmente perchè * 3^^ Y^ 
G ed H sono ugualmente multiplici diBeD^eBeD lo 
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sono di btij mentre b ed sono la stesse parte di A e 
C, e B e D ne sono le stesse parti; saranno -G ed H ancbe 
vgnaimente multiplici ^ b ed. Adun({ue di 6 e </ ne sono 
ugualmente multiplici non solamente E ed F, ma anche G 
ed H: elle perciò se £ sia un maggior multiplice di b^ che 
Gy dovrà anche F essere un maggior multiplice di dy che 
H; vai quanto dire che se £ fosse maggiore di G , F lo sa« 
rebhe di H: e cosi pure si dimostrerebbe che se &fosse u- 
guale o minore di Granché F sarebbe uguale o minare di H. 

Che se si fosse supposto , al contrario , che le A e C 
fieno le stesse parti delle B e D , la dimostratone si 
farebbe fatta come la poc'anzi recata nel caso 3. 

Laonde resta dimostrato il proposto teorema creduto 
difficile a dimostrarsi da molti cementatori di Euclide» 

Alla Dar. T. 

Dopo la definizione della ragion duplicata , e della 
triplicata bisognava porvi) come nel proprio suo luogOi 
dice bene il Simson, la definizione della ragion com- 
posta, della quale qnelle ne sono alcune specie; anche 
perchè Euclide dimostra nelle iVoposizioni as. y e a3. 
del Libro Y. una principale affezione della ragion com- 
posta, cioè che: ^ le ragioni , che ne compongono una 
sieno uguali respettivamente a quelle altre che ne cont" 
pongono un^ altra] le composte saranno pure uguali, Teo* 
ne senza dubbio tolse una tal definizione da ' questo 
luogo , che r era proprio , e trasportandola tra le de- 
finizioni del Libro VL vi sostituì quella , che ordina- 
riamente i la quinta di lin tal Libro , e ch^ è intera- 
mente inutile, ed assurda. Una tal definizi<me, secon- 
do la versione del Commandixii , è la seguente : Una 
ragione si dice composta da piii ragioni \ quando la quan» 
fiiè sua è formala dal prodoiio delle qudMità delle ra^ 
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gioni , ofte Za compongono. Il Wallls alla toce quantità 
sostituì quella di esponente \ ma in qualunque ^enso si 
prendano le pa:^ole quantità , o esponente di ragione , 
ed il loro prodotto. \ la definizione sarà sempre ageo-^ 
metrica^ ed inutile. Imperciocchi nessuna multìplica*^ 
zione vi può essere , se non per numeri . La quantità 
poi , o r esponente di ragione , come V interpetra Eu- 
tocio nel suo comento alla Prop. 4* <lel LìL.II. di Ar- 
chimede sulla Sfera , e sul Cilindro , è quel numero ^ 
che si ottietie dividendo Tantecedente per lo conseguen* 
te ; e questa maniera d' intenderla è stata adottata dai 
moderni. Or vi sono molte ragioni nelle quali nessun 
numero può ottenersi dalla divisione dell'antecedente 
per lo conseguente ^ come , per esempio , la ragione 
del quadrato al suo lato \ quella della circonferenza del 
cerchio al diametro , ed altre , che hanno luogo tra 
grandezze incommensnrahìli ^ le quantità delle * quali 
non possono mai ottenersi in numeri, se pur non si 
voglia ricorrere ad approssimazioni y ed infinitesimi ^ 
the sono cose dal rigore della Geometria Elementare 
interamente aliene. Teime in fatti, Eutocio , e Yìteilio* 
ne quando hanno voluto dimostrare il concetto da essi a* 
dottato nella loro definizione, hanno dovuto ricorrere alla 
definizione di Euclide, ed assegnare ai termini, che for- 
mavamo le ragioni, ch^ssi volevano comporre, un valore 
discreto. Queste loro dimostrazioni si potranno .riscontrar 
re presso Clavio né" cementi dlla def. 5. del Lih. VI. 

Si potrà anche rilevare , che sia suppostizia la defi* 
niziope di cui si parla , se si paragoni la def. 6« del 
Lih. VI. con k Prop. 5. dei Lih. Vili. Impercioechè 
in questa proposizione si dimostra, che un numero 
piano i cui lati sono C, D serhi ad un altro numero 
jiiano i cui lati sieno E, F una ragione compósta dal* 
le ragioni di C nd £ , e di D #d F ^ cioè dalle m- 
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gioni deiftti. Or la ragione composta da (|ttelle di C ad 
K, e di D ad F, per la def. 5. del Lib. VI, e secondo la 
spiega, che ne danno tutti comentalori 9 è la ragione 
del numero che si ottiene multiplicando gli anteceden- 
ti C e D al numero, che nasce dalla multiplicazione 
de*conseguenti £ ed F ^ vale a dire la ragione del nu- 
mero piano , i cui lati sono C e D, alP altro i cui tati 
sono E ed F. Adunque tal Prop, S. del Lib. Vili. 
coincide con la def. 5^ del Lib. VI. perciò in uno de^ 
luoghi è superflua ; poiché sarebbe assurdo il porre per 
definizione ciò, che si dere poi dimostrare. Or non y'ba 
dubbio, che la Prop. 5. del Lib. VITI, debba aver luogo 
pegli Elementi ] poiché in essa si dimostim per gli nu- 
meri piani lo stesso, che nella Prop. a3- del Lib. VL 
si dimostrò de*parailelogrammi equiangoli: perciò la def. 
5. del Lib. VI. non deve avervi luogo. E quest^ ultimo 
argomento del Simson e assai concludente per provare, 
che la def. 5. del Lib. VI. non sia stata posta negli 
Elementi da Euclide, ma da Teoue. 

Inoltre di una tal definizione tson se ne incontra ve- 
stigio presso Archimede, Apollonio, e gli altri antichi, 
i quali spesso si servono della ragion composta; e pres* 
ao lo stesso Euclide nella Prop. ^3. del Lib. VI, nel- 
la quale ^ fa la prima volta menzione della ragion 
composta , non si trova né anche applicata la definizio- 
ne, di Teone; che anzi Euclide esplicitamente si serve 
di quella da noi rapportata. ( yeg. una tal Prop,^ e la 
Noi/i corrispondente ) Né si può dubitare, che sia stato 
Teone colui, che la in^odusse negli Elementi in vece 
della gemiina definizione , che ne aveva data Euclide ; 
poiché si trova anche ne'comentarj , ch^egli agghiose alP 
Almagesto di Tolomeo , ove reca di essa una spiega- 
zione puerile , perché conveniente , come abbiamo 
poc* an«i detto ^ a quelle sole ragioni , ehe possono esi* 
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bini in nmnei?. Di più Campano « clie si seM per la 
sua versione di codici Arai» , non riconosce una tal 
definizione ; e Clavio ne* suoi comentar} alla def. 5« 
del Lib. VI. giudicò rettamente , che la definizione 
della ragion cdmposta forse fu fatta nel modo stesso , 
the quella delle ragioni duplicata , e triplicata - ( Fef • 
U luogo poetanti ietto). Un Geometra. Inglese Edmund 
Scarburgb, nei suo Endide alle pag. 338, e a66. ma» 
'infestamente afferma, che la def. 5. del Lib. YL aia 
fupposta y e che la yera definisione della ragion coiii- 
posta si contenga nella def. ia« del Lib. Y. Con Wf^ 
to ciò fa maraviglia come egli, ed altri moderni abbia* 
no ritenuta la d^Binisione di Tenne, illustrandola eoa 
immensi comentarj j mentre avrebbero dovuto intera» 
mente sbandirla dagli Elementi. 

Nel 0>dice di cui si è servito il Sig. Peyrard man» 
èaVa una tal definiatone , che perciò egli 1^ ha giudi- 
cata inutile , nel che è stato appoggiato da' Sig. Pronjf 
e Delambre nel loro rapporto alt Istituto di Francia , 
i quali volendo giustificare Peyrard, per averla trala» 
lasciata , manifestamente hanno detto, che a la miglior* 
% ragione per ciò fare si era , perché essa è presso^ 
n a poco inutile , e che non i molto- corretta, a Ma' 
chi mai de* Geometri potrA credere ihutile la definiaio* 
re della ragion composta, della quale il traduttore 
Francese ai prevale poi , come Euclide, nelle proppsi- 
aioni ove se ne ha bisogno , sensa citar definizione!^ 

Non è però fuor di proposito di qui avvertire, che 
ove i termini delle ragioni componenti sieno espressi 
con numeri , la ragione composta da esse potri ottener* 
•i , o col prendere dae numeri , che si serbino quello 
stèsso rapporto» che vien dinouto dkl prodótto dè^quò- 
sienti degli antecedenti delle ragioni date per gli con* 

eegttenti di essei i quali quosienti esprimono i valori di 

ay 
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queste ragioni componenti ^ o pure col paragonate il 
prodótto degli antecedenti a quello de' conseguenti di 
esse. Cosi &e le ragioni componenti sieno quelle di 6: 5, 
di 4 • 3 I e di 7 : 9 ; la ragione , che da esse si com- 
pone sarà rappresentata da quella di 6x4X7: 5X3X9, 
cioè di v68: i36y o pure da due numeri de* quali uno 
^viso per Taltro dia un risuUamento identico a quello^ 

€Ìie si ottiene multiplicando -g- per»"»" e p«r~ 

Si riscontri anche al proposito di (juesta definizione 
k rtota alla Prop. a3. del Uh. VI. 

J 

Alla Def. XIII. 

Il permutando dovendo aver luogo necesiiàriamente 
in due ragioni , mentre V invertendo, il componendo ec. 
può eseguirsi in una sola , doveva dirsi la permuta* 
xione di ragioni y e 'bon già la ragion permutata , come 
si trova in tutti gli Elementi di Geometria. Di pii 
siccome la permutazioae di ragioni non può aver luogo 
che quando i termini di esse sieno dello stesso generei 
èra necessario, che ciò si fosse avvertito nella defini- 
zione , come noi abbiamo fatto. Il Simson ha definite 
queste voci di permutando y invertendo y ec, colla con- 
dizione y eh* eske fossero desmodi da mutare o V ordine 
o la grandetta delle quantità proportionali solamente ; 
il che senza oggetto particolarìzza tali definizioni. L* 
altra condizione poi , eh' egli vi aggiungne , cioè in 
modo che restino proportionali y fa dipendere la defi- 
nizione da un concetto , che deve essere dimostrato 
l^mpre possibile , e cK^ egli pure dimostra nelle propo** 
sj^igni B, 16., 17., 18., td E del Lib. Y. 
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Questa definizione ^ nel Tèsto Greco, e presso tutti i 
Comentatori si trova espressa in un modo, che la rende 
inconcludeirte ^ poiché prima sì suppone, che le ragioni 
de^termini da una parte sieno respetti vamente uguali a 
quelle degli altri termini uguali in numero, che sono dal* 
I* altra f e che sìa nelle prime grandezze il prima termi- 
ne ali* ultimo y come il primo all' ultinK> nelle seconde 
grandezze; e ciò , come si è detto nella^ota precedente j 
includerebbe anche nella definizione proposta «quello che 
deve dimostrarsi nelle Proposizioni ai. , e aa. ; e poi si 
soggiugne : vel aliter est sumpiio extremarum per sub" 
fracHonem mediammo Io che distrugge tutte ìe condizio- 
ni, che si eran prima supposte necessarie al definito. B 
lo stesso ha luogo anche neir£uclide di Peyrard. Briggs 
nel suo Euclide Greco -Latino stampato in Londra nel 
1620., non ha ritenuta, che questa sola ultima definizio- 
ne: e bene, se non si tien conto delle ragioni, che ser- 
bansi le quantitè intermedie tra i termini estremi delle 
due serie, che si paragonano , a che servira«n6 questi 
termini ? Quindi una tal definizione y è anche incompleta 
per questo riguardo. Ecco i motivi, che ci hanno fatto al* 
lontanare dagli altri Geometri, ed anche dal Simson nel 
definire YequalUà dì ragione ( ex aequo^ o ex acquali ). 

Alle Def. XIX., x XX. 



Essendosi da Euclide proposta generalmente la def. 
18., era conveniente, che la 19. , e la 20 si propo- 
nessero anche generalmente , e non già su tre grandez- 
ze paragonato con altre tre : di più si dorévano talj 
defifuzioni ., in gi'azia de' giovani| esprimere in «im ma« 
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ttioni pifc cliiara ^ per evitare gli equivoci^ che poterà* 
so esfer prodotti dalle ordinarie definisiom » ohe f ' 
facMitraiio negU Elementi. 

Al Fotruuto* 

Segnesdo il Siriani aUbiamo premito perPoatblato 
alle teoriche del Lib. V. un prìndpio« che deriva ini- 
aediatameiite dalla dell 3* di un tal Liliro ^ e eh* é 
stato da Euclide assunto in qualche dimoatnisione. Si 
riscontri anche a questo proposito la nota alla Propo* 
liiione i8. del Lih. T. 



Aui Paor. IV« 

A questa Proposizione sta aggiunto nel Testo 6i^« 
co t e presso lutti i ComenUtori, e Traduttori di Eu^ 
dide il seguente Corollario*. Ex Ape mamfesium eH d 
quaimor magnitudines tini proporUonaUsj ei eonim ( hoc 
est invertendo ) proportionaUs esse. Una tal venti però 
nim ha niente che (are con la Proposizione da cui si vuol 
derivare, e con più ragione sarebbe stata dedotta daUa 
0cf. 5., che da questa Proposizione, se T ordine geo* 
BEftetrico avesse permesso di farlo. Noi ad imitazione del 
#inuon ne abbiamo fatta una Proposizione da se ^ e 
aolamenle ci siamo allontanati da quel Geometra pel 
luogo ove l'abbiamo colIocaU nel Lib. Y. essendo a noi 
•embrato più proprio di porla dopo del permuiando ^e 
dopo la Prop.6. , mentre essa non serve ad alcuna ddlla. 
isglMiti, aino alla dimostrazione del eonver/^sdo*. 

Alia Paor. V. 

IfcOa amMtnsirae 4i «jaetU ProposizioiHi ài 4tct ; 
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» iacdft ÌSB mukiplice di CG »« Da ciò thre «q;oni^a* 
tó il SimsoD, che un tale apparieGcliio i^on* sia di Eu- 
clide*: mon enim , dice c|^i , EucUies iocei quomodù 
Mecari poumireciae Uneae j nedu^ aliae nuigniiudiné$ 
in partes aequaUs , aniequam ad Prop.Q» Lib. FI. a^e- 
|iì<i# , nun^uam auiem in construciione Jubei atiquiéfiert^ 
^HPtfi facere non prius docuerat. Ma il Simson qui ha 
.torto, poiché 4 Tero, che Euclide nop ha mai assunto 
iMlla coslruuone di un ProJ»Ieoia una cosa , ^ se pri- 
sia non ahhia data il mezzo di farla : ma da ciò non 
•eipie 9 <^e nella dànostrazioiio di un Teorema non si 
possa supporre qualche cosa , che chiaramente si wde 
esser possibile. Quindi non si è regolato colla sua con* 
sueta aTredutezza il medesimo Simson, allorché per 
questa stessa ragione ha criticate alcune altre dimostra • 
zioni del Lib. V., che noi abbiamo ritenuto, perchi 
fatte con tutto il geometrico rigore. 

£ qui conviene anche avvertire, che nelle parole del 
Simson vi é un difetto di espressione; poiché avendo egli 
detto nedum aliae magmUidin^Sj e poi soggiunto anittpiam 
nd frop.g. JUb. FI. veniate pa^ che dia ad intendere, cba 
in tal ProposizioBe si proponga a ^videro in parti i^* 
guali una grandezza qualunque : il che n^n é vero« 

Questa Proposizione ha due casi } ma nel Testo Gre*^ 
co abbiamo solamente la dimostrazione del primo v ch^ 
é lo più semplice. É verisimile che Teone., o alcun 
altro degK antichi abbia taciuta lai dimost razione dell' 
altro f stimando che fosse gii bastante T averne espost o 
Htt aolo per ima Proposizione , che , del pari cbe Ja 
5. 9 Boo ha verun uso nella teorica del le ragioni , che 
r oggetto principalo de 1 Lib, Y» Ma quando do* 
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veTasi rendere incompleta la dimostrazione di ntia tc*^ 
rità, era meglio tacerla del tutto* • Noi abbiamo al con* 
trario esposta la dimostrazione del caso più. generale , 
ed abbiamo arrertito, cbe quella del primo caso si de* 
duceva facilmente da questa. Né abbiamo poi creduto di 
dover sbandire dai Lib. V. le Proposizioni 5 , e 6 ; poi- 
cbè sembra, cbe Euclide le abbia recate, non tanto per 
farle servire alla dottrina delle ragioni; quanto per dare 
una più completa dottrina degli ugualmenle mnltiplict. 

Aula Paor. Vili. 

IVelIa dimostrazione di- questa Prop. come si ba ora 
nel Testo Greco , vi sono due casi ( Veggasi una tal 
JigA^^J dimostrazione néWedizione di Ervagia^ o di G^regoiy)^ 
il primo de^ quali é quello in cui si suppone AG mi^ 
nore di Cti , ed in questa necessariamente ne segue , 
cbe FG multiplice di CB sia maggiore dì PE ugual- 
mente mulfiplice di AC ; e perciò* essendo , per con*^ 
struzione , un tal multiplice di AG maggiore di l> , 
anche FG sarà maggiore di D. Ma nel secondo caso , 
nel quale si suppone CJ$ minore di AG , sebbene FÉ 
sia maggiore di D , può pure FG esser minore di D: 
per lo cbe non si può prendere un multiplice dì I>, 
cbe sia il primo a superare FG^ mentre la semplice 
D supera di già FG- Fu perciò necessario air autore 
di questa dimostrazione di cominciare dal prendere 
FG multiplice di BC ^ cbe fesse maggiore di I> , e 
poi continuare cerne se^ BC fosse la CA del primo ca- 
'so , e CA b CB. Questi due casi si potevano perà 
agevolmente comprendere in un solo , come noi se- 
guendo 1* esempio del Simson abbiamo fiitto,. ed evitare 
cosà unlnutile distinzione ^ cbe rende la disaostrazione 
di una tal proposizione lunga, ed oscura^ Vi è pur» 
«n tesm caso , del quale non si trova fatta menxione 
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ìid Testo , qliello cioè in cui la minore delle AG , GB 
;SÌa maggiore dì D ; nel qual caso , com* è chiaro , ba- 
tterà prendere di AC, e di GB qua'siyogliano ugual- 
menta multiplici , come nella nostra dimostrazione si è 
fatto. É manifesto da ciò , concliiude Lene il Simson , 
che Teone , o qualche altro comentatore non molto peri- 
to nella Geometria abhia viziata una tal proposizione. 

« 

Allb prop. IX. È X* 

Roberto Sìmsen ha cambiate le dimostrazioni di cpieste 
Pjroposizioni, sj\argendo su quella della Prop.X., che v'e- 
ra nel Testo Greco, alcuni dubbj, i quali perchè si sem- 
brano non ben fondati, non ci hanno determinato ad adot- 
tare verun cambiamento né per essa , né per la pre-« 
oedcnte. 

Alla Prop. XHI. 

A questa Proposizione si è aggiunto un Corollario , 
dì^é necessario alle dimostrazioni delle Proposizioni 
30., e 21. di queste Libro ; ed é poi ugualmente im- 
portante , che la stessa proposizione* 

Alla Prop. A. 

La Terità chie si dimostra in questa proposizione era 
necessaria a recarsi negli Elementi : fpoichè spesso è 
usata da^ Geometri : ed Euclide stesso si prevale di 
Msa nella 25. del presente Libro , 3i del VI. , 34* 
dell* XI. , e nelle 5, e ì5. del XII. Ne può dirsi, eh' 
égli abbia voluto conseguire un tal passaggio di ^ etti " 
aveva bisogno per le suddette dimostrazioni , applican- 
do il permutando alla 14. del Lib. V. ; poiché pri- 
jBiieraaente egli non ha ciò in&icata, che anzi mani- 



feftamente Ba detto , esienio U prime maggiore ietti 
seconda , la terza lo sarà della quarta. Ed in secondo 
Inogo è facile ad avrerlire , che ciò non potrebbesi 
conseguire nel modo gii detto , quando i termini delle 
due ragioni non fossero omogenei ; mentre in tal caso 
non a A può adattare il permutando; e ciò per l'ap- 
punto ha luogo nella 34- del Lib. XI.^ e nella 1 5. del 
Xn. Questa rimessione è sfuggiU al Clavio , ed al 
Commandini « i quali ci banno perciò date ^ ne' loro 
cementi ad Euclide, alcune dimostrazioni della Teriti 
di cui parliamo , che affatto non soddisfano , e che an<» 
ai possono indurre i giovani in manifesti paralogismi. 

Ali.! PaoF* XIT. 

Destre casi di questa proposixione non se se tniTC 
nel Testo , che nn solo : é sembrato dunque necesss* 
ad alcuni Geometri , come al Clavio , al Simson ec« di 
snpjdinri f^y altri due casi , la dimostraiione de' quali 
noD è interamente simile a quella del primo ; • noi ci 
•jpamo regolati nel modo stosso. 

Aihk Paor. B. 

Questa Proposiatonei che altre volte derivammo coma 
Corollario dalla i5. di questo Libro, di cui è conversa , e 
che in seguito credemmo più conveniento al sistema Eu- 
clideo di esporla in forma di teorema, era necessario 
che si recasse nel Libro Y.; poiché se ne ha bisogno, 
applicandovi il permutando , nella proposiaione §• dA 
Lib. TI. della quale tutf i Comentatori ed espositori 
degli Elementi, eccetto il Simson , per mancanza di 
questa conversa , ci han data una soluzione particola** 
re , e non conforme alla sua enunciazione. ( Fegg. Is 
versioni iti Commandini^ del Clavio^ del Oregory \ ee. 




tcso^ in cui i rimaujeuti due angoH sì supponevano attU9Ì« 

Alla Prop. VIIL 

n Simson crede , clie qualche antico Comentatore di 
JEucIide aLBia dovuta alterare la dimostrazione di questo 
Teorema. Imperciocché in essa dopo essersi dimostrato^ 
che i triangoli sieuo equiangoli tra loro , si dimostra 
particolarmente , che i lati intorno gli angoli uguali 
tieno proporzionali *, quasi che ciò non si fosse già fat* 
io nella Prop. 4 ^^ questo Lihro. Soggiugne di più , 
che queste cose , eh' egli reputa superflue , che perete 
le ha omesse , come anche noi ahhìamo fatto , non si 
troTano nella versione dair Araho, 

'Alla Pjiop. IX. 

' La sfohxzione di questo Probi, è fatta , nel Testo- 
Greco, in un caso particolare, supponendosi, cioè , che 
ti voglia tagliare dalla linea retta data la terza parte y, 
sembra' perciò , chVssa non sia di Euclide. Inoltre si 
assume nella dimostrazi&ne , che in quattro grandezaa- 
proporzionali , la terza sia tanto multiplice della quav» 
ta , quanto la prima della seconda , la qual cosa no»^ 
0Ì trovava affatto» dùnostralk nel Lib. V. Ma noi ad imi-- 
4a2Ìone del Simson abbiamo resa generale la soluzione^ 
eli qpesto Pioblema ; ed abbiamo stabilita nel Lilx Y». 
-ia prop^ B ,. dalla cmate, per mezzo del permutando'^, 
•i ricava la verità poc'anzi detta. 
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Le enuneiazioni di queste due propomionL eranio^ 
state certamente guastate dai Cementatori antichi^^ no^ 
che in esse non si faceva aiTatlo menzioil& di fiaurc tÌ^ 

'*9 
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dproclie , come era per aitilo necessario. E da ciò fa 
indotto il Simson nelPequivoco di credere , ch^ Euclide 
non avesse mai parlato di reciprocanza di figure. Un 
' tal equivoco però svanisce interamentei quando le enun- 
ciazioni di queste due Pi*oposizioni sieno fatte come si 
vede ne^ nostri Elementi. 

Alla Pbop. XVIII. 

Con ragione crede il Simson, clie questa Proposizione 
sia stata viziata. Imperciocché la construzione vi è latta 
solamente pe* quadrilateri J né poi si dice come si pos- 
sa estendere ai rettilinei di cinque, o anche di maggior 
numero di lati. Inoltre nella dimostrazione di essa do- 
^vendosi considerare i triang<Ji simili, che costituiscono 
A 'Uesti rettilinei , si conchiude , che un lato dell' uno 
il .ia al lato omologo dell'altro , come un ahro lato del 
pi imo alPomologo del secondo ^ il che è tanto contro 
1% mente di Euclide , che nella Prop. 19. avendo que*^ 
sto Geometra bisogno di una proporzione di tal fattn 
ita i Isti omologhi di due triangoli simili t è. ricorso al 
pen untando. Similmente viziosa è Ja conchiuéione; poi- 
ché : i Iati dintorno agli angeli di uu retbilineo^ non si 
^nu istrano proporzionali ai iati dintorno agli angoli re- 
spell ivamente uguali deU* altro rettilineo ; ma si para- 
gona sempre un lato di un rettilineo còl suo - omologo 
nell^v^tro. Ci é dunque sembrato cdnveniente di espor- 
re ]« dimostrazione di ({uesta proposi^one alla -manie- 
ra Eua lidea , cioè nel modo stesso , che si ravvisa nel- 
la Prop* uo. di questo Lib. ; e di determinarla alle fi- 
gure p€n.tagoae , affinchè più agevolmente si rilevasse 
|1 modo o^a eaVender la soluzione , e la dimostrazione 
di una tal proposizione alle figure di un^ maggior nu- 
liiero £ lati. 
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Al Cor. L della Pkop« XX. 

KucHde dopo di ater dimostrato nella Prop. ig. ,> 
elite i triangoli simili sono in duplicata ragione deioré, 
lati omologhi, dimostra nella ao, che i poligoni simili 
sìeno pure in duplicata ragione deUati omologlii. 0# 
sicco)ne égli sotto il nome di figure moltilatere, o pd« 
ligone, aveva comprese le figure da cinque lati hi 
poi, pareva dunque che in questa proposizione non à. 
comprendessero le figure quadrilatere ] quindi è che 
soggiugne nel corollario di tal Prop. 20. : a Nel mo^ 
a do stesso si diniostrerà, che i quadrilateri simili , sie* 
> no in duplicata ragione desiati Omologhi [». E dopo 
ciò riunendo in una sola enunciazione la 19 la ao , • 
quello che poc' anzi aveva detto nel corollario , soggin* 
gne. » In generale dunque le figure rettilinee aimiK 
9 sono in duplicata ragione desiati omologhi ». 

Alla Prop. XXIL 

In questa proposizione verso la fine della sécoa^l^ 
parte si assume, che i lati omdoghi di due rettilinei 
uguali simili e similmente posti sieno ugnali tra loro ; 
il che poi si trova dimostrato nel testo greco, e pTesr 
so tutti i comentatori di Euclide , eccetto che ^b1 Sfinir 
8on, in un lemma che segue la da. Non pare pei^ 
che ve ne sia hiso^o, né che tal lemma sia di EucU* 
de. Imperocché se questo accurato ^Xx^ometra a^8#e 
voluto in tal luogo dimostrare V enunciata venti , opa 
avrehhe dovuto tralasciare di ùlv lo stesso niel libpp 
primo, e dimostrare, che i quadrati uguali hanno pUi 
uguali^ còme il Commandini ed il Clavio hanno faM^v 
seguendo Proclo. Or se Euclide assunse nella 4^* ^ 
. I. il poc^ anzi detto ^rìncijpio , cpiB^ g}>])asì|iiMl» 
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chiaro , perchè &cile a rilevarsi , per meszo della so* 
praimposizìone ] perché nou doveva poi permettersi di 
«ssumere anche Tal tra verità identica di cui. si serve nella 
%% del Lihro VI. , e che può similmente dimostrarsi ? 
U trovarsi poi contro T ordine geometrico posposto 
un tal lemma alla propé tia , in cui se ne ha bisogno , 
nostra chiaramente , ch^ esso noìi sia di Euclide ; ma 
die vi sia stato aggiunto da Teone , o da altri come 
Scolio , che fu poi dagli amanuensi ridotto nel testo. 

Inoltre la maniera come un tal lemma è dimostrato mo» 
atra die non sia di Euclide ^ mentre dal porsi , che i lati 
9m(4oghi intomo a due angoli corrispondenti di que* 
Mttilinei sieno disuguali , si conchiude immantinente la 
disuguaglianza de^ poligoni proposti ; la quel consegueu- 
sa equivale alla proposizione di supporre uguali i lati» 
«ssendo uguali i poligoni. 

Alla Paóp. XXUI. 

In questa proposizione Euclide la prima volta fa 
menzione della ragion composta , ed in essa intanto , 
<:ome accennammo nella nota alla def. A del Lih. V , 
zvon si fa affatto uso della definizióne di Teone ; ma 
chiaramente si adopera quella da noi data : poiché si 
dice : )i Ma la regione di K ad M è composta dalle 
» ragioni di K ad L , e di L ad M. i» Quindi la de* 
finizione di Teone e inutile , e del tutto assurda. 
0g^ i6a.ì. Posta la nostra definizione A del Lih^ V . , una tal 
proposizione si poteva andie più brevemente dimostra- 
re nel seguente modo. 

Fatto lo stesso apparecchio , che nella Prop. a3 , il 
parallelogrammo AC sta air altro CF in ragione com- 
posU dalla ragione di AC a DG , e dall' altra di D6 
« CF. Ma il parallelograpimo AC sta all'albo DG 



come BC a CG * : ed il parallelogrammo DG sta pure * '* ^^* 
air altro CF , come DC a CE: adunque il primo pa- 
rallelogrammo AC starà al terzo CF in ragion compo* 
sta da quelle di BC a CG, e di DC a CE, cioè dalle 
ragioni dei lati. Intanto noi abbiamo preferita la dimo- 
strazione Euclidea sebbene più lunga; poiché in questa, e 
non già nella poc^anzi recata, sifai^edere in qual modo 
si possa esibir^ la composta dalle ragioni dei lati de^pa- 
rallelogrammi , cioè la ragione di queste figure , il che 
era necessario ad apprendersi dai Giorani, affinchè in si- 
mili casi sapessero ridurre due, o pili ragioni date alla for* 
ma conrenevole , onde poi poterne esibire la composta. 
Bisogna anche arvertire , che Penunciazioue di questa pro- 
posizione in tutti gli originali di Euclide è erronea -, per- 
chè in essa si dice, che la ragione de^ parallelogrammi i 
composta dai lati, invece di dire dalle ragioni de* 2ali« 

Allì Prof. XXIV. 

Giudiziosamente osserva il Simson a proposito di que- 
sta proposizione , che qualche ignorante abbia riunite 
due diverse dimostrazioni , che forse vi erano negli Ele^ 
menti , e formatane cosi quella , che ora vi si legge. 
Imperciocché si trova in questa diinostrazione rilevato, 
per mezzo della Prop. a. del presente libro , e col 
componendo, e permutando, che i hti dintorno ali* an- 
golo comune dei parallelogrammi sieno proporzionali: 
e poi in vece didedursi da ciò immediatamente esse» 
anche proporzionali i lati dintorno ai rimanenti angoli , 
servendosi della Prop. 34 del Lib. I, e della 7 del 
V , si continua con un lungo giro a dimostrare , che 
i triangoli , ed pìirallelogrammi sieno equiangoli , p«# 
mezBO della Prop. 4* ài questo Libro., e delki 2a del 
V. Seguendo duBq;ue il SimsoA noi ite abbiamo àsttm 
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base Efi , sicché tronchi dal triangolo il trapesio PBEX 
àkU> , cioè quanto la metà del dato rettilineo C. Si- 
milmente nell'altro Prohlema risolato nella ag., il pun- 
A. 169.140 X, e quindi l'altro O nella AB prodotta , il quale 
' * soddisfii «Uè condizioni di tal Problema si otterrà, ap- 

plicando tra i lati BF, FÉ prolungati del triangolo 
FBE la retta NX parallela alla base EB in modo^ 
che si aggiunga a quel triangolo il trapeaio BENK dato , 
cioè quanto la metà del dato rettilineo G. £ dal già 
detto è facile il conoscere , che le- soluiioni de' due sopra» 
indicati Problemi si comprendano ^nella sola seguente. 

PROBLEMA. 

applicare tra due laii di un triangolo dtUo mnaU^ 
nea retta parallela alla base ^ la ^uale ne tronchi , a 
vi aggiunga un trapezio uguale ad un rettilineo dato, 

Jl$. 3. N. Sia ABC il triangolo dato , ed X il dato rettilineo, 
fa d'uopo applicare tra i lati AB , AC di esso triangolo 
una linea retta parallela alla base, la quale ne tronchi, o 
vi' aggiunga un trapezio uguale al dato rettilineo X. 

Sopra la base BC del triangolo dato , e nell' angolo 
ABC si costituisca il parallelogrammo BF uguale al ret- 

* C.45.I. tilineo dato X% e poi presa 06 uguale a DB , tra le 
*i3.VI. B^) -^6 si ritrovi la media proporzionale AH% e per 

H si tiri HK parallela a BC : dico che sia HBCR il 
trapezio che si yuoI troncare dal triangolo ABC. 

Si congiunga GC. Ed essendo continuamente propor- 
zionali le tre linee rette BA, AH ed AQj sarà BA ad 
•C.19.VI.AG, come il triangolo BCA all'alb-o HKA». Ma è poi 

• I. TI. BA ad AG, come il triangolo BCA all' altro ACG*. 

Dunque sarà il triangolo BCA all'altrq QKA , come lo 
stesso BCA all' altro GCA ; e quindi le loro dififereiue 
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3al tiiangolo BAC saraimo pure ;ugtu1i ; cio^ ìt trape- 
zio BHKC sarà uguale al triangolo GCB. Ma questo 
triangolo è uguale al parallelogrammo CD , poicbè so- 
no racchiusi tra le stesse parallele , e la base del trì- 
ang9lo è doppia di quella del paratlelagrammo'j edun'^t.L 
tal parallelogrammo è uguale al rettiliueo X : quiadi 
ancht il trapezio BHKC sari uguale al rettilineo X. 

Che se si voglia aggiugnere al triangolo ABC un tra- 
pezio uguale ài dato rettilineo X, tirando tra i suoi la- 
ti AB , AC una retta parallela alle base. 

Si applichi alla base BC del triangolo dato il paral- 
lelogrammo B/* Uguale ad esso rettilineo X, nell'angola 
CB^ conseguente dell'altro CBA': indi sì prenda la d^*«,4S.i. 
uguale alla dB, e tra le BA ed Ag si trovi la media 
proporzioaale Ah' Finalmente per lo punto h si tiri*i3Vl] 
tiM parallela « BC , sarà hUCk y il trapezio cercato. 
La dimostrazione è identica a quella del caso precedente. 
Scoi. I. Si vede bene , che il presente problema con- 
tenga in se evidentemente la determinazisne del primo 
caso esibita da £uclide a parte nella Prop. 27. non po- 
tendosi proporre a troncare dal triangolo un trapcsio, 
che ne sia maggiore. 

iS'col.lI. Nelle prime due edizioni dì queste Note avev»- 
Bio » dirittura soppressele proposizioni 38,39 ed anche la • - 
97,ch'é lemma alla 18, sostituendovi la loro equivalente poc' 
anzi recata, e ciò a fine di togliere queir oscuriti ed Im- 
plicanza delle loro enunciazioni, ed anche perchè in quest* 
altro modo rendevansi con maggior eleganza le soluzioni 
della 28 e 39 unitamente, e di pili rispatnuavasi la a^.Ma 
i ti-oppo Euclidei rispondevano a ciò,ch« non sono queste ' 

bastanti ragioni da alterare il Testo ; e noi per togliere 
ogni lite I« abbiamo perciò restituite, come da Euclide 
furono esposte , anche perché veramente è in questo 
modo e non in quello come noi le avevamo ridotte , 4 
3* 
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die fi « poc* inù esposto , eh* esse si trovmo leontintia* 
menile applicate nelle opere georaetridie degli antidiL 
Abbiamo però dilucidate le enaiiciasioDi loro , ed 
temùm tecnici che yi si usano. Intanto avendo stimato 
^e non meriti di cadere interamente in obblio una tal 
nostra riduzione 1* abbiamo q[ui recata , ed or mostrere* 
no , come facemmo nelle passate edizioni , in ipiai 
■sodo servendosi di ^esta riduzione si possa risolvere 

H finente* 

> 

PROBLEMA. 

Dividere unm iaia linea reUa iemmaia in esb'ema 
e nméjm ragione* 

ik^i»N. Sia date Ui Bnea retta terminata AB: la d* uopo di* 
/videria in estrema, e media ragione. 

Dalla AB si descriva il quadrato AC , il coi lato 
• AD, che ad angolo con la AB, si divida per metik hi 
E : si descri^ra dalla AE l^tro quadrato EN, e si <:on- 
giunga FA. Ciò posto i lati EF, FA del triangolo EFA 
si prolunghino in K ed in H , e tra essi si adatti la 
-finea retta KGH parallela ad EA , sicché il traperio 
>^'H. ADKH pareggi il parallelogrammo £B*: «fico che k 
linea retta AB resti divisa in estrema e me£a ra^onc 
ad ponto G ; cioè che stia BA ad AG, come AG a GB. 
S compiscano le figure LM e KO. E poiché il pa- 
taUelogrammo EN, e Taltro GM coosbtono intomo al 
diametro stesso col quadrato KO ; perciò dascono di 
f a4.ìfLessi EN, GM swa anche un quadrato"*. Or il trapezio 
AEKH è ugnale al parallelogrammo AP, toltone ài co» 
none AR, rcsleri il triangolo AGH ugnale al paralle- 
logrammo GP5 e prendendone i doppj, sari GM, cioè 
a quadsaito di AG^ ugnale a GG <Ji* è doppio di GP, 
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esMQclo BP ugnale a VC*. Laonde BC o AB starà ad * ^^- ^- 
-AG, come AG a GB*. C. B. F. * i4.Vl. 

£U>po tutto il fiu qvà esposto , semlira questo il luo- 
^o a proposito da potervi inserire le nostre seguent» 
considerazioni sul!" importanza ed hso , presso gli anti- 
chi, de^ suddetti Problemi, e paragonarli ad alcune ri^ 
cerche analoghe de^moderni ^ dal che si yedrà pure eoa 
c[ua]ito poco avvediménto taluni espositori itegli Eie* 
menti di Euclide, tra i quali il Tacquet, ed il Dechalet, 
gli abbiano banditi dalle loro opere , riputandoli inu- 
tili; e sembrandoli anzi, che que*^Problemi interrompes- 
sero la catena geometrica stabilita da Euclide ne^suoi 
Elementi, per non vederli in questi immediatamente ap- 
plicati ad altre Preposizioni che alla 3o, la quale per al- 
tro poteva risolversi riducendola alla ii del Libro II. 
Il Cartesio, al di cui penetrante ingegno la Geometria 
Analitica debbe presso i moderni professar tutto Poh- 
iblìgo , per averla egli fondata , dopo di aver date , nel 
Liibro I. della sua cosi detta Geometria y elegantissime 
. costruzioni geometriche delle equazioni di secondo gra« 
«lo , si permise di adontare là sapienza de^ nostri primi 
fliaestri, dicendo )^ chVgli non credeva che gli antichi 
» avessero avvertito , che tutti i ProUemi* della comu^^ 
» ne Geometria ( intendendo con ciÀ quelli che et 
chiamavano piani dagli antichi , e da noi di primo 
4i secondo grado } ^ si potessero eostruire riducendoli 
» a constnnioni generali e semplicissime y poiché altri- 
« menti essi non avrebbero sostenuta tanta fiitica in 
» comporre tanti libri y ne* quali anche il sxAi^ ordine 
» delle Proposizioni ci dimostra y che ad essi non fa 
» noto il vero metodo di ritrovarle tutte^ ma che sol»- 
» mente raccolsero quelle nelle quali s'imbatteiKxna (^) ». 
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Ma qui per istruzione àé* giovam ci sit permesso di 
coBtraddire al sentimento di si grand^ uomo. E cU 
ciò si vedrà, per servirmi dell'espressione del suo cob- 
patriota Fermai , sommo ancVegli e grandemente va- 
saio nelle cose geometriclie : Carlesium in Geometricii 
étiam hominem esse (*)• ^ 

E primieramente faremo rilevare che gli antichi co- 
nobbero più generalmente questo metodo di costruzione 
universale àé* Problemi piani corrispondenti a quelli di 
noi detti di tu*, grado ^ e eh* egli poteva £icilmente dal- 
le vie da quelli tenute dedurre il suo nietodo in co- 
struirli. In fatti noi rileviamo dalle loro opere, ch'essi 
avevano per elegantemente risoluto un problema del 
suddetto genere, allorché lo riducevaùo ad uno de' due 
risoluti da Euclide nelle due Proposizioni che a bella 
posta egli recò per elementari nel Libro VI.; e de'qua* 
li problemi lo stesso Geometra antico recò poi TAnalisi 
Geometrica in due Teoremi de'Dati , che > sono il 5S 
« 1 59 del suo importantissimo Libro ove trattò espres- 
samente di questa principalissima ed essenzial parte del 
Luogo di Risoluzione. Molti esempj di tal genere di 
riduzioni esistono nelle Opere restateci degli antichi ; 
e molti di più ne avremmo ravvisati ne' Libri de Si" 
etione Spatii ^ e de S^ction^ determinata , se questa 



mfm 



dis inpeniri ; sed praedictos tantum in medium afferra volui^ vdif 
mdmodum simpUcts , ut hae ratione pattai Prohlemata omnim Get* 
metriae communis con&trui possé , faciendo tantum ea pauca^ (fuae 
^uatuor praecedentibus fi^uris c^posui. Quod quid§m non credù é 
¥tterihus fuisse animadversum , cum alias làborem ea de re tantùS 
libros conicrihendi non suscepissent, in ^uibus ¥el solus erdo prt- 
posUionum satis neibis ostendit^quod non ipsis constiterU vera rath 
inveniendi omnes , sed ijUod solummodo collsf^erini ìllas , in quas 
forte inciderunt* 

dC*) fermai Opera Feria, ptj. «!•* ^ 
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«ypere importanti fossero pervenute fino a noi , come 
ci è facile ad argomentarlo dalle dirinazioni che dotti 
Natematici Moderni ne hanno date. Ma ritorniamo al 
nostro argomento per mostrare che i suddetti due Pro« 
Blemi contengono evidentei^ente la costruzione mo« 
derna delle equazioni di secondo grado. 

Nel primo di essi si dimanda di : Applieare ai 
una linea retta data un parallelogramma uguale ad 
un dato rettilineo , deficiente per un parallelogram* 
mo simile ad un altro dato ; e che altro mai è 
questo Problema se non , in termini generalissimi , 
la costruzione delP equazione x* — ax-^b^^zo» Di fat- 
ti suppongasi che il parallelogrammo da applicarsi 
fosse rettangolo, ed un quadrato queir altro cui deve 
esser simile il difetto di esso da quello applicato sul- 
la retta data AB espressa con a: chi non vede che fi ^- ^"^ 
V espressione algebrica dinotante il rettangolo da ap- 
plicarsi , supponendo essere AC la base di ' tal ret- 
tangolo , e quindi CB T altezza , ed esprimendo quel- 
la per X , e quindi questa per a — x , sia ax — x* : 
che perciò indicando per b lo spazio al quale deve 
esso rettangolo farsi uguale , resterà V enunciazione dì 
quel Problema trasformata algebricamente nell'equazione 
ax — x*:=zb*j ossia x* — ax^b*zzz9 5 donde apparisce che 
la soluzione di quel Problema sia lo stesso che la co- 
struzione geometrica di questa equazione. E chi non 
ravvisa pure a tal proposito Tinfioita sapienza degli an* 
ti chi , e di Euclide nella maniera commessi seppero geo- 
metricamente esprimere i casi impossibili di questo 
Problema , che tradotta in nostro linguaggio algebrico 
diventa assolutamente, quella espressione stessa di cui 
ci serviamo ne' Corsi ordinar) di Analisi lyipdernà, per 
far rilevare tali casi. Similmente si potrà vedere , che 
J enunciazionie della Prop. 29 sia l' espressione geo- 
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metrica ÌbW equazione jr*-— a:r— i^sso , o dell^ altni 
J^'-f"^"^"^^'^^^ 9 seoondo che si ponga uguale ad j» h 

^.S.lf. iiC^ o pure la AC , quando il parallelogrammo da ap* 
plicarsi diventi un rettangolo, ed un quadrato quelTaltro 
di cui deve essere eccedente. Laonde non y* ha dubbio 
alcuno che la costruzione geometrica che il Cartesio 
di de* diversi casi delle equazioni di secondo grado 
condensi manifestamente in quella de^Prohleioi rìso- 
luti da Euclide nelle Prop. a8 e 39 del VI^. Libro 
de^ suoi Elementi, 

tftf (tt I ^^^ posto , allorché il parallelogrammo da applicarri 
«'7. ij^/alla data linea retta AB è un rettangolo, e^ esso deve e^ 
ser deficiente o eccedente per un quadrato, si dotreb* 
be nel primo di questi casi , secondo la costruzione Eu- 
clidea della Proposizione 28., descrìvere dalla EB metl 
della AB il quadrato EGFB ; e poi neir angolo G di 
questo adattare Taltro quadrato GXPO uguale alla di& 
ferenza del quadrato El^ e del rettilineo C , che può ài- 
notarsi pel quadrato della retta Y^ si otterrebbe cosii 
punto S nella AB, il quale soddisfa alla condizione del 
Problema , essendo il rettangolo di AS in SB il cerca- 
to. Or chi non vede, che in questo caso descrìvendosi 
sulla AB U semicerchio AGB, si verrebbe ad avere il 
quadrato di Q6 uguale al rettangol o di AS in SB, 
e quindi uguale al dato quadrato della Y ^ sicché 
il Problema in tal caso si rìduce ad applicare m 
questo semicerchio la semiordinata SQ ugnale ad Y » 
•h* è precisamente la costruzione Cartesiana •- Inol- 
tre , neir altro caso , la costruzione Euclidea con- 
siste in descrivere sulla EB meti della AB il qua- 
^•'^^^drato EL ; ^ poi in applicare nell* angolo F di que- 
sto r altro quadrato NM uguale alla somma del qua- 
drato EL e di quello di Y, il quale u suppone parej;- 
giare il dato rettilineo C; donde ne risalta nella A& 



( 



HO»» ^ W^ 

prolungtta 11 ptmlo O soddùiàcnito d PmUmu ; hq. 
che il rettanfolo AOfi nrà quello du ■! toIcm ■fpB- 
care. Or è facili il Tedeit cbe in qnnto caio i lid dì 
tal rettangolo siano uno la lomim della ncAi di AB , 
• dal lato del quadrato ch'i tomnui di quelli die ù- 
descrìvono dalla meta della retta data AB • da Y, 
e l'altro sia la difierenza dì queste stesse nUe: dal dm- 
anche clùaramente risulte l' altra costruzione Caiteri»- 
na per le equationi di secondo grado comprese in qo»- 
■to caso. E da ciò conviene oonchindere , che gli Ani»' 
chi liiDgi dal non aver ridotto a regole generali 1» costra- 
Itione de" Problemi Piani di secondo grado, un tale argo- 
nento trovasi anzi da essi trattato negli Elementi in unn 
maniera universalissima, e tale che da questa immanti- 
nente si ricava la costruzione che ne ha data Girtesìo. 

E qui non vogliamo tralasciare di ag^ugncze al fiti 
ora esposto ciò, che con moltissima avvedatesza e co- 
noscenza in Geometria disse il sommo Geometr* Ing)^ 
se Edmondo Halley nello Scolio alla Pn^otizione tS. 
dd Libro Vili, de' Conici di Apollonio P«rgeo da lai 
restituito : Vtìtribut Geometri*, oc iptciatim ^poHoaio 
nostro mot erat froblemala plana prò retolulU kahe i » 
pottquom rem »o ieduxerant y ut rectangulum dato r^ 
etanguio aeipiale tub laterihui tjuaetitù conttrueretur , 
ipionan snmma , vel differentia datae reetae n ay i a f i » 
fiterit. Hoc aatem docet EucUdei in a8. e< 99. Elamtlo- 
ti Sexti, monstrando quo poeto óppUcandum lU paratia' 
logranfmum dalum ad reclam datam, quod exctdat, iti 
deficiat parallelogrammo cuivit dato simili. Cujui fti^ 
dem rei generalìssime propoiitae casus sunt partieulare^ 
applicare rsctanguhim vel ijaadratum ad rectam datam 
fuod excedat , vel deficiat t]uadrtao : hujusipu 'ej^ietio' 
MS posUdant Geometrae Euclide poiteriores. E dopo 
<>i egli, attento che quMti compendj «ccetuutì ààle 
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Proposizioni generali di Euclide oeeorron» freqaenl^^ 
menie nella risoluzione de* Problemi ^ passa a dame e- 
leganti solazioni , come faremo anche noi qui appresso, 
€ per la stessa ragione poc*anzi detta , dopo di aver per& 
recato. un altro luogo dello stesso Halle j ricavato dallo 
Scolio in fine del I^. Libro di Apollonio Peqpeo de Seciio^ 
me Raiionis, e che molto si confa al nostro assunto. Un tal 
luogo é il seguente: Uiriusque autem applicationit effectio^ 
nem ( cioè quella di un rettangolo ad una retta, deficiente 
o eccedente di un quadrato ) , docet Euclides in lA, et 
29. Prop' Elem. WI* quorum ope contiruxere Veieret prò-' 
hlemata omnia plana ad hot duat /brmulas redacia } 
nempe ut cognita dati rectanguli somma vel differentia 
taterum , itn^enireniur latera sigiUatim, Ac sane prò re- 
soluto habeiatur apud eos omne problema , postquam ad 
hmrum alieram perducium crai: ut vel ex hoc Libro , si 
ex Pappo videre est. Unde suhest mirari haec duo Pro-^ 
hlemata generalissime ab Euclide constructa^ a Tacque^ 
I», Chalesio eorumque asseclis , ut inutilia , nulliusque 
mfomenii rejiei , nee commentario digna censeri. Etenim 
si loco parallelogrammi dati , applicetur recianguluin ad 
rectam datam^ quod d^iui vel excedai quadrato , loco 
Jigurae parallélogrammae speciae datae\ ( cum rectangu- 
.la ei quadrata etiam parallelogramma sint ) res nimis 
mMiifesta est quam ui ulteriore indigeat explicatione. 
■ Coincida autem cum vulgata aequationum quadraticarum 
( uti nunc loquimur ) effectione ; quae quidem commo* 
dissime fit ad hune modum. Ma ecco qui , come abbiamo 
promesso la soluzione di que* due Problemi generali 
proposti da Euclide, ne^ casi loro particolari , a^ quali 
specialmente riduconsi in ultimo limite i Problemi pia- 
li di secondo grado. 
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1>B0!». I. PROBt. ^ 

'applicare ad una data linea retta un rettangolo defi- 
ciente di Un quadrata , ed uguale ad un quadrato dato. 

Sia AB la linea retta, e^I rettangolo da applicarsi deb^/g 9.JN^ 
ba essere ufftzale al quadrato della data linea retta C, e 
per la determinazione del Problema non sia questo 
quadrato maggióre di quelle che -^si descrive dalla 
metà della AB. 

Si bissechi la AB in D ; e se il quadrato della AD 

fosse uguale a quello di C , si sarà ottenuto ciò che si 

cercava. Ma se ciò non è, dovrà, per la determinazio* 

ne, essere il quadrato di AD maggiore di quello diC. 

Si tiri la DE perpendicolare alla AB, ed uguale a C, si 

prolunghi la DE in F, finche là EF sia uguale ad AD 

o DB y e poi col centro E intervallo EF si descriva il 

cerchio , il quale seghi la AB in 6, e dalla GB si àe^ 

scriva il quadrato GBKH , e si completi il rettangolo 

AGHL: fluaimente si unisca la £G. E poiché la AB e 

bistecata in D , sarà il rettangolo di AG, GB insieme 

col quadrato di DG u^ale al quadrato di DB^ ,, o a *S*t\^ 

queUo di EF , o di EG ; e perciò a quelli «ti £D,DG: 

che perciò tolto di comune il quadrato di DG, resterà 

il rettangolo di AG, GB uguale al quadrato di ED , 

ossia di C. Ma il rettangolo di AG, GB è il rettango* 

lo AH, perchè GH è uguale a GB. Laonde il rettane 

golo AH è Uguale al quadrato di C , ed è deficiente 

dlal rettangolo AK applicato airintei'a AB pel quadra^ 

to GK. C. B. F. 
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PROF. n. PROBL. 

j/pplicare ad una data linea retta un rettangolm €9* 
cedente di un quadrato^ ed ugnale ad un quadrai» 
dato-* 

A-^^IV"* ^^^ ^ ^ linea retta data , e C il lato del 'quadra* 
to al quale deve essere uguale il rettangolo da appli- 
carsi, ad essa. 

Sì bisseclii la AB in D , si tiri BE perpendicolaii 
ad AB , ed uguale a C, e sfi unisca ila DE : poi col 
centro D intervallo DE si descriva il cerchio , che in^ 
tersegbi la AB prolungata in F^ G) daUa BG si descriJ 
Ta il quadrato BGHK , e si completi il rettangold 
AGHL. E perchè la AB è hissecata in D, e prolunga- 
ta in G, il rettangolo di AG| GB insieme col quadri- 

• 6« n. ^'^ ^^ 1^^ s^^^ uguale al quadrato di DG*^ , o a qudlo 
di DE, o a' quadrati di DB , BE : laonde tolto fl eo- 
JBdune quadrato di DB, resterà il rettangolo di AG, GB 
uguale al quadrato di BE, o sia a quello di C. Ma il 
rettangolo di AG, GB è il rettangolo AH , essendo GH 
uguale, a GB: Adunque il rettangolo AH è uguale al 
quadrato di C; ed e applicato alla linea retta AB, eo- 
oedente pel quadrato BH. C. B. F« 

Per poc« che si rifletta sulle due precedenti soluzio* 
ni '81 troverà eh' esse sono identiche respettivamente a 
^eUe della 28 e 39 recate da Euclide ; e solamente 
trovasi in queste la costruzione del Problema pro- 
posto elegantemente^ espressa , adattandola giusto ai 
caso in quistione , e non già ricavandola dalla gene- 
rale. Ma per completare questo argomento recheremo 
qui in due altri Problemi due altri casi di quej^li 

itesfii Problemi generali , ne' quali supponeai che U j 

I 
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^antità àaìst sia un rettangolo e non già* un quadrar- 
lo ; il che corrisponde alla costruzione geonietrÌG%., 
4elle equazioi^ 



che a taluni analisti è anche piaciuto ne*^ loro Corst 
di questa Scienza di costruire ' prima di ridurre iL 
terza teimine a quadrato. Le soluzioni che recheremo^ 
•i appartengono al Geometra Olandese Willehrorda 
Snellio* 

PROF. in. PROBI. 

» 

Applicare ad una data linea retta un rettangolo ugua* 
le ad un rettangolo dato^ e deficiente di un tfuadraio. Bi^ 
sogna però che il rettangolo dato non sia maggiore del 
quadrato che si descrive dalla metà detta data linea retta» 

» 

Sia AB la linea retta data, ed il rettatigolo dato sia j^.u.|f. 
quello che si contiene dalle linee' rette C, I>, non teuig- 
{iore del quadrato della meta di AB : bisogna applica- 
re alla AB un rettangolo uguale a quello delle C, D^ 
deficiente di un. quadrato. 

Si tirino le AE , BF perpendicolari alla AB , e dalla 
stessa parte di essa, e si tagli AE uguale a G , e BF a D) 
^i unisca EF e si hissechi' in G^ poi col centro G inter- 
tallo GÈ sì descriYa il cerchio che seghi la AE in H^ 
ed unita la HF , si tiri per G la GK parallehi alla HF» 
t la GL parallèla alla AE , che seghi la AB in L. 

E poiché i' angolo EHF nel semicerchio è uguale ali* 
.angolo retto EAB, saranno parallele Ite AB, HF. Ed 
essendo AH ugual e a BF, sarà il rettangolo di E A, AH 
Uguale a ^ello dì E^i BF^ cioè di C» O; S perc&è le. 
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^ £G, GF sono ugnali tra loro, ed AE , LG, BF sono 
parallele j dovrà essere anche AL uguale ad LB ; ed i 
£K uguale a KH9 e il rettangolo di C, D , per deter^ 
minazione non è maggiore del quadrato di AL meti di 
AB. Adunque il rettangolo di EA , AH non è maggio- 
ire del quadrato di AL, o sia di KG. Aggiuntovi di 
comune il quadrato di EK, sarà il quadrato di AK non 
maggiore de* quadrati di EK, KG, o sia del quadrato di 
£G, e la linea retta AK nop sarà perciò maggiore della 
linea retta PG. Or se la linea retta GÈ sia uguale ali* 
«Itra GL, il cercliio EHF toccherà la AB in L; ed il qua- 
drato di AL sarà uguale al rettangolo di DA, AH o sia 
di C, D; che è ciò che si cercava. Ma.se le EG, GL sie- 
no disuguali , e perciò EG la maggiore , il cerchio LHE 
segherà la linea retta AB ne'puntiM, N: si descrìva dal- 
la NB il quadrato NBOP, e si completi il rettangolo 
^NPQ. E poiché LM è uguale ad NL, ed AL si è dimo- 
atrata uguale ad LB, sarà AM uguale ad MB, ed il retlan- 
^lo di AN, NB uguale alPaltro di NA, AM, ossia all' altro 
dì EA f AH , €»ssia di C , D. Ma il rettangolo di 
AN , NB è il rettangolo AP, per essere PN uguale ad 
AB. Adunque il rettangolo AP è uguale al rettangolo 
'di C, D9 ed è applicato alla linea retta AB deficien* 
tt pel quadrato BP. C.B.F. . 

PROP. IV. PROBL. 

Applicare ad una iaia, linea retta un rettangolo 9* 
guale ad un altro dato , eccedente di un quadrato* 

Jb.ia.lf. S'^ -^B la linea retta data, e C, D il rettangolo da- 
to : si vuole applicare alla AB un rettangolo uguale a 
quello di C, D, eccedente dì un quadrato. 

Si tirino le AE, £F perpendicolari alla AB 9 a parlf 
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opposte di essa , ed uguali respettìvamente àllé C , D. 
Si giunga EF , si bissechi in G ; e col centro G , io- 
tervallo GÈ si descriva il cerchio clie seghi AE in H^ 
si unisca HF , e per G si tiri GL parallela ad AE ; 
ed intersegando il cerchio la AB prolungata in M , N 
si descrìra dalla BN il quadrato BNPO, e jsi completi 
il rettangolo ANPQ. Ed essendo V angolo LGF nel se-» 
micerchio uguale -al retto E AB, saranno parallele le AB^ 
HF» E poiché sono uguali le AH, BF sarà il rettango^ 
Io di EA, AH uguale a quello di EA, BF, ossia di C, D. 
Ed essendo ML uguale ad LN, ed AL ad LB, sarà an« 
che MA uguale a BN, ed il rettangolo di AN , NB sarà 
uguale a quello di MA, AN, ossia di EA, AJB[, o di C,D, 
Ma il rettangolo di AN, NB é per appunto AP. Laon*- 
de il rettàngolo AP è uguale a quello di G, D, ed é appi!-* 
cato alla linea retta AB eccedente pel quadrato BP.C.B.F. 

E queste due ultime costruzioni non sono anch^esse 
che eleganti modificazioni di quelle generali date da Eu- 
clide nella aS. e 29. del Lib» YI. , come ognuno po^ 
tra facilmente rilevare. 

Dopo ciò dovremmo noi ancora entrare in un^ altra 
discussione su di una dii&coltà promoissa dal Montucla 
nella Mota al I.^ Libro della seconda Parte della sua 
Storia delle Matematiche, cioè : che gli pareva che gli 
antichi non allevano né* due casi delle equazioni di se* 
condo grado compresi nella a8. e 29. conosciuto U se^ 
eondo i^alore della x^ avendo sempre impiegate quelle, 
radici ^oA espresse: 
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ckVgli però conviene che sarebbe stato a quelli ngual-^ 
mente facile il costroire , che le altre due. Ma non i 
^esto il luogo per un tale esame , ed esso ci allonta- 
nerebbe moltissimo dal nostro scopo. Verri tempo cba 
noi tratteremo un tale a&sunto diffusamente. 

Restaci ora a dire ancora qualche cosa contro 1*^ im- 
putazione falsa data dal Cartesio agli antichi Geonnetri, 
ch^ essi avessero tratiaii solamenie que* Problemi ne^quali 
s* imbaHerono. Ma donde 4ui potuto mai essere egli in- 
atto a profferire tanta bestemmia I Non è certamente 
questo quello che Pappo ci ha lasciato detto neirin- 
troduzione al Lib. VII. delle sue preziose Collezioni 
Matematiche ^ allorché definisce il Luogo di Risoluzio- 
me essere : una certa special materia che seguiva le or* 
dinarie istiiuxioni elementari di Geometria , preparata 
fer coloro che vogliono acquistar facoUà e forza nelle 
cose geometriche^ onde risolvere i Froblemi che loro- si 
propongono. Dunque perehi noi ignoriamo in massima 
parte i metodi cb*essi avevano per classificare i Proble- 
mi ^ e per conoscerne anche le diverse soluzioni ^ non 
«ssendoci pervenute le principali delle loro epere , in 
cui forse tali cose si contenevano \ e forse perchè essi 
non le ridussero in trattati Didascalici, dovremo negar 
loro questa scienza ? £ non ci annunzia forse una este- 
sa conoscenza su questo importante argomento l^ altro 
luogo di Pappo liei I^b. IV. dopo la Frop, 3o., ov'e^ 

li ci ba lasciato registrato ^ che gli antichi con^bb^ro? 



^lie il PròLlema della trisezione angolare i di natura 
solido.; e dove ha. parlato della tìriplice distinzione eh* 
«ssi fecero de^ Prohlemi. La stessa estesa dottrina de* 
luogjbi geometrici piani e solidi , che fa tanto coltivata 
fin da' primi tempi della Geometria presso ^ Greci j ti 
che formavano parte principalissima del Luogo di Rì^ 
solugione, non è forse anche un argomento fortissima 
della scienza diretta eh* essi ehhero per conoscere la 
natura de* Prohlemi , e 1 metodo come costruirli ? K 
tutti gli altri loro Lihri del Luogo di Risafii^ijlaney fer 
tahin de* quali un solo Problema ha formato un argo« 
mento geometrico completissimo, per la maniera com» 
quelli lo hanno trattato, distinguendo i diversi casi, er 
le diverse disposizioni de* dati , non ci dimostrano an« 
' tihe abbastanza tal loro scienza ? U negar dunque ad 
essi questa scienza diretta delja natura , e della manie- 
ra di costruire i Problemi è un* offesa fatla ali* eviden<« 
za ] e solamente possiamo noi pretendere di 'averli sor- 
passati nella maniera più facile onde assicurarci del gra- 
do di un Problema , e nell* esser sicuri di poter sem* 
pre senza stenti pervenire a tal metodo di costruirli ^ 
che comprende tutti in una formola sola. 

Per conchiusione di tutto il fin qui detto , noi ci 
permetteremo di dire , che il Cartesio trasporta- 
to dsjla forza del suo fervente ingegno , e quasi fatto 
per inventare , piuttosto che apprender da altri , nel 
legger le opere degli antichi si permise di percorrerle 
brevemente, che perciò fii/ verso questi ingiusto in pili 
rincontri (•). 

(*) Si legga a questo proposito anche ciò che intomo al probU» 
ma delU tfuaUro reUé dice con molta saviesza il nostro Signoc 
Pergola nella Introduzione al suo TratUOo Analitico de* Lu0$hi Gec^ 
metrici , e nella Storia della Sezioni Coniche jUustraU ^ ^ 
iBatt8ii»% > ^ 
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Per la soluBione della Prop. 38 ri esige di determi* 
Bare la differenza di due rettilinei , e la loro somma 
per quella della Prop. 99 ; il cbe ecco come si esegue^ 
AtiSJf. Sieno A e B i rettilinei dati , ed A il maggiore, cui 
si costituisca V ugual parallelogrammo DF : indi si ap^ 
plichi alla linea retta CD , t nell'angolo CDE j o pure 
nel .suo conseguente CDh il parallelogrammo DG, o 1* 
altro Dg uguale all'altro rettilineo Bj sarà HF la dif- 
ferenza de'rettiliei dati , ed hF la loro sonmu. 

Alla Phop. XXX. 

Se Euclide non avesse avuto bisogno della Frop.ii. 
del Lib. II, nella costrizione della le. del Lib. lY., 
r avrebbe certamente tralasciata , e si sarebbe limitato 
« ritràrla come conseguenza dalla Prop. 3o. del Lib. 
VI. Ma non potendo ciò aver luogo, non dovevasi al 
contrario ricavar questa come corollario da quella , a 
cagione della sua importanza ^ quando ancbe V ordine 
tenuto da Euclide ne' suoi Elementi lo avesse permes- 
so. Eoco una delle ragioni per le quali la divisione 
di una retta in estrema , e media ' ragione forma in 
questo Libro un Problema ; e la divisione di una retta 
in modo , cbe il rettangolo della tutta in una • parte 
|Mureggi il quadrato deli' altra parte , ne forma un altro 
nel Libro II, quantunque la quistìone sia. la stessa, 
diversamente espressa. Ma oltre a ciò Euclide ba voluto 
con la sua costruzione del Problema di dividere una 
retta in estrema , e media ragione , dare im saggio 
dell^ttso importante della 29. del Libro VI. nella co- 
struzione cu alcuni Problemi. 
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AxLÀ Prof. XXXI. 

In questa dimostranone vi si trovava tralasciata dae 
volte V inversione delle quantità proporzionali^ ; vi si A 
dunque supplita , aiEncfaé la conchiusiohe si facesse con- 
venevolmante , per mezzo della Prop. a4« del Lib.VIw 
Il che si era già avvertito dal CSlavio, e dal Sirnso»» 

Alli Paor. XXXII. 

Questa Proposizione , cbe a torto è stata iMindiia da 
alcuni , tra i quali è il Tacquet j dagli Elementi come 
butile y ha un uso negli Elementi stessi. , e propria» 
joante serve alla Proposizione 17. del Lih. Xill, 

Allì Prof» XXXIII* 

Le parole » come quegli .^ sona posti aVentri » ay- 
gionte in fine deirenunciaz^ne di questa Proposizione^ 
nel Testo Greco , e ritenete da tutf i principali Co- 
mentatori di Euclide eccetto che dal Simson , sonò si«s 
curamente aggiunte da mano imperita. 

La seconda Pa rte di questa Proposizione poi non i 
di Euclide; ma. un'addizione di Teone, come egli stes- 
so lo afferma nel comeniarÌQ alla JProp. So. deirAlma- 
gesto di Tolomeo. 
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A L L I BR a XI. 

Alla Dir. IX. 

Uaa tal definizione è ^undecima ìlei LiB. XI. di Eu- 
clide , e da noi si è dovuta tasportate in questa luogo 
per premetterla airaltra delle figure solide simili , in 
cui ne abbisognavamo. Ed in ciò non ci siamo disco- 
stati dal vero metodo di Euclide. In effetto nel Libro 
I. del Geometra Greco si trova la definizione delPan* 
golo piano premessa a quella delle figure rettilinee; 
quantunque in definir queste non si dovesse tenei: con- 
te degli angoli. Perchè dunque non avrà dovuto Etidi« 
de serbare lo stesso ordine nel Libro XI. ? E se qiie* 
sta def* del Lib. XI. si trova posposta a quella delle 
figure solide , abbiamo tutto il fondamento di credere 
esser ciò avvenuto per causa degli antichi espositori,! 
quaK , come altre volte abbiamo fittte osservare , hanno 
in mille luoghi sconciato il Testo di Euclide • Ls no* 
stra definizione è pòi diversi: un poco dalle due seguen- 
ti , che si trovano nel Tesf6 Greco, e che ci sono 
sembrate alquanto' oscure. 

SéUdus ùnguhu esi plurium quam dùarum UMomm^ 
quae se se contìngani^ ei non ineadem nfU superficie^ ^ 
ofiuiei lineas ineìinaUo* VeìsoUdus angulus est qui pl^ 
ribus quam duobus planis angulis comprehewUiur , non 
txisteniibus in eodem plano , ei ad punctum consiituiu. 

Inoltre tal nostra definizione contiene anche espressa 
la condizione, che i lati dell' angolo solido sieno lii^ 
rette ; il che non si trova indicalo nelle definizioni at- 
tribuite ad Euclide , e che tutti ì suoi comentatori han- 
no ritenute : e si sa che la Geometria non cotÈsim^ 
altri angoli solidi oltre questi. 
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li* idea di similitudiDé dèlie figure non è unSdea che 
3 geometra può far dipendere \daUa definizione che ne 
di } che anzi questa de v* esser modellata sulla nozione 

S^asitiva die tutti Hanno della simiglianza, cioè che due 
gurw sieno simili , allorché Tuna è, per dire cosi, Vitnr 
ÌÉiagihe deir altra ; e che quindi da tale sialo si pàssìi 
a quello di perfetta uguaglianza subito che due degli 
élexaenti omòloghi della Ipro similitudine diventino ugua*- 
fiu Or la definizione delle figure piane simili che diede 
£uclide nel YP. Lìhroi degli Elementi è preielsamente 
modellata sii questi principj , come ognuno intende fa* 
cìlinenf e : non si vede però del pari questa stessa, pre* 
cisione osservata nella definizione delle figure solide si- 
mili ,ch'è la 9. dellXl^ Lihro di Euclide (^), e dalla 
quale non solamente non si rileva la congruenza della 
lozióne che vi si assegna di tali figure co^principj fino- 



cessarìo , perchè una ^là e noA due diverse fossero le 
nozioni di simiglianza geometrica. Fórse Euclide 9 se 
pur sua è tal definizione , e non di altri che a quella' 
ch^egli diede T hanno sostituita.^ credè che postala si- 
toilitudine de'piani delle figure, solide simili, era super- 
fiuò il sòggiugnervi T uguaglianza degli angoli'corrispon- 
denti , poiché questi risultavano da lino stesso numero 
di angoli piani rispettivamente uguali di quelle figure 
rettilinee* Ma ciò non poteva assumersi , e bisognava 






(*) Una tal Jefinizioue é^i ^^gqepte : Simiùs figttrae soU3fa9 
sunty quat fimìlibus planis- mulUludine aequalibùs continentur. 



dimostrtrlo , molto più perchè, come fiuwmo Tedert ii 
una Nota qui appresso , .non ha sempre luogo che an- 
goli solidi compresi da angoli piani ugnali in nnnieio 
/ ed in grandezza , e disposti coli* ordine stesso sieno ^ 
guai!. Al contrario, se per criterio della similitudine dd« 
le figure solide si adotti quello stesso dato ;da Eudids 
per le figure piane, cioè T uguaglianza degli angoli 10- 
ìidi , la quale in altro non può farsi consistere , che ad 
perfetto loro combaciamento , e la proporsionaEU or* 
dinata de^ lati intorno ad essi , facilmente si potrà de- 
rivare da tali condizioni V altra immediatamente con- 
nessari , che le figure piane che terminano i solidi simi- 
li debbano essere respetti vamente simili tra loro. II * 
Simson nel suo Euclide credè di completare la definì- j 
zione delle figure solide simili che trovasi nel testo gre- 
co degli Elementi , aggiugnende alla condizione che in 
esse dovevano esser simili i piani che la terminavano, 
r altra che gli angoli solidi di tali figure dovevano es- 
sere respettivamente uguali (*) , ed ei farse immaginò, 
che là pfima di tali condì ziooi era equivalente all'altra 
della proporzionalità de* lati , ond* è che coll^aggiunzio- 
ne da lui fattavi della seconda si veniva ad assegnare 
per le figure solide simili lo stesso criterio che per le 
piane si era gii dato. Or noi adottammo da principio 
la definizione del Simson, che ragionando nella manie- 
ra poc* anzi espressa ci sembrò buona ; ma riflettendo 
meglio su di essa , ci riuscì poi di avvertire , che per 
ridurla tale da non lasciare alcun luogo ad equivoco'^ , 
e per farla prettamente corrispondere ali* idea di simi- 



(*) Ecco U deAnizionc del Simtoii: SimUes fgurae solidae iwif» 
«noe tt singulos angulos soUdos attjuaUs haberUi et qua€ similibus 
pUmk c^ntinentur^ midtitudint tuqualikus. 



gHansa che nd prioci^ip eli quésta Notn si è stabilita^ 
conTeiiifa necessariametitEe a^giugnere alla proporzione 
lità de* Iati intorno agli angoli solidi , che questi fosse- 
ro in proporzione osyli^ata : poiché in altro caso pò» 
iranno a due figure solide competersi tutti gli altri at- 
trihdti di sjmiglianza , senza che però questa abbia ef- 
fettivamente luogo. In £itti sieno i parallelepipedi k'E^/g*^iJF» 
ce i quaU abbiano uguali gli angoli solidi in A, a , / 
perchè compresi da tre angoli piani respettivamente u* 
guali , cioè CAB a cab ^ DAB a dab , e DAC a dac y 
ma sia DA : AB :: ba ,: W , B4 : AC :: ca : oA , e 
quindi DA : AC iiaciad^ vale a dire che non si corri- 
spondano tali lati in proporzione ordinata : ne risulta 
come ognun vede che sieno simili i parallelogrammi. 
BC yic ] DB ^.db ^ ma non perciò le figure solide pro^ 
posie si potranno dir simili , mentre se si suppongano 
uguali i lati omologhi AD j ab di tali figure , che sono 
gli elementi omologhi della similitudine , come gli ab- 
bian\o clamati , V ugui^lianaa perfetta di tali figure non 
ne segue necessariamente. Né tampoco ad essi si po- 
trebbe adattare la dimostrazione de' parallelepìpedi si- 
mili fatta da Euclide per la prop. 33. del Lib. XI. 
Inoltre sieno i parallelepipedi AE , ne , i quali, come/f|f.i5Jf. 
poc' anzi j abbiano uguali gli angoli solidi in A, a, che 
perciò siano essi equiangoli ; e sia inoltre l'angolo DAC 
supplemento delP altro CAB , e quindi dac di cab. Or 
tali parallelepipedi si supponga che abbiano i lati in- 
tomo agli angoli uguali proporzionali nel seguente mo- 
do , cioè che stia AD : AB :: ab : ad, ed AB: AC:: 
ad: oc z sicché si abbia poi per equaliti ordinata AD: 
AC :: ab : oc. Ciò postò i parallelogrammi DB, dt 
saranno simili. Ed essendo l'angolo DAC supplemen- 
to dell'altro CAB, di cui n' è anche supplemen- 
to 1* angolo ACF , sari r angolo DAC uguale all' 
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altro ACSF , e qhindi ad acf: H {perchè essendo mclifl 
PA : AG :i ai^ o e/: oc, i parallelogramilii CD e ci 
saranno anche simili tM loro. E similmente si dìnio- 
strerà ch^ sia il parallelogrammo CB simile a citlAduÌÉ* 
qtie i due solidi AE , àe saranno' terminati da piani 
respetti va mente simili , ed avranno i loro àiigoH sofidi 
corrìpondeati uguali , senza che però siénà efiEbttiva-: 
mente simili , mentre non potranno fatsi ' coiiicideré 
tutte le volte che i due termini omologhi AD, ab del* 
]e,proporzi<mi che hanno luogo in ^si diventiiio ugna" 
H , come dovrebbe aver luogo nel caso che fossero si- 
mili. Né tampoco potrebbe a questa sorte di paralle- 
lepipedi applicarsi la dimostrazione della Proposizione 
di Euclide poc* anzi detta , dalla quale per altro si ri- 
leva y che sebbene il criterìo delia similitudine non si 
ritrovi stabilito convenevolmente nella definizione 9. del 
lib. XI. del Testo degli Elementi , pure tacitamente 
le condizioni mancanti si ritrovano incluse , allorché si 
è trattato di figure simili nell* Xl^. e XH^. Libro. 

Alll Dzf. XI. 

Dalla prece'dente nota si rileva chiaramente, che la se* 
guente enunciazione che trovasi nel Testo Greco degli 
Elementi per decima definizione del Lib. XI, cioè: 
Aequalet et sim iles figurae solidae sunt quae sitfUlibus 
planis , nuiUUudine , et magnitudine aequalibus conti' 
nentur^ non possa esser mai una definizione , ma sì bene 
un teoreina da 4™ostrarsi vero, o (aXsOf Roberto Sim- 
son credè che Teone, o altro antico editore , siasi fat- 
to incannare da una. falsa evidenza, e di una proposi- 
zione ne abbia fatta una definizione \ e molto a prò- 

posito spggiugn.e : Quàmyis igilur verum esset Jigurat 

, . ■ .•»' 1»-. / ti 

solidas , ^uae sinUlibus planis , multitudine^ et magnUu- 
dine aequàlibnt continerifur ^ Inter sé aequales éise^ mi- 



rito iamen.culpandut est is y qui. .ex hoc proporitione^ 
demonstranda defiaiiion^m fscit. E questo ragionamento 
del .Simson vien comproyato dallo stesso Euclide; men** 
tre quesO accurato Geometta nel P. Libro de^ suoi £«• 
lementi dimostrò , e non assunse , che due triangoli i 
quali hanno i lati respettivamente uguali sieno uguali s 
e se troviamo per prima definizione del Lih. III., che 
cerdhi uguali sono quelli , che h^anno uguali raggi, ci^ 
nientje può proy^ in favore di coloro , che hanno rì^ 
tenuta nel Lih. 2p[» la def. io. ( l^egg* la Noia alla 
def, I. Lib. IJI^ ). Ma ha poi ragione il Simson di. 
esclamare : Qui4 qul^m dicendum si kaee proposiiio non 
vera sii? notane confiiendum est Geomeiras per mille ter-* 
centos annos in hoc re elementari deceptos fuisseì' La 
maniera nella quale egli si sforza di provarlo , sebbene 
concludente, ^ pure una sottigliezza aliena dalla purì^ 
tà geometrica , e da quella semplicità , che deve, porsi 
negli £lem^4ti di questa scienza. Del resto una tal qui? 
stione BQH contribuisce per niente al j^nostfo scopo di 
render g|i Elementi di Euclide senza neo ; e perciò noi 
1^ tralasciamo. Si riscontrino intanto le ailtre note alle 
Proposizioni. A e B, ed alla prop. a8. del presente 
Libro y che sono come il compimento della presenta. 

Allb Def. XVII. B XXI* 

Chiupqi^f sa, che le cose- 9 che ^ contengono in un 
libro elementare di Geometria i^on deb()0^o es^er mali 
più «generali dell' applicazione , chje deye fer^^ue 9 ^ 
che quindi le definizioni deljbonp essere ?d esse pror 
porzionate ^ non dimapder^ di cejr|;p , perché mai £ur 
clide abbia definito p articolfurmente il cono , ed il <i" 
lindro , cioè il solo cono y e dUndro , che , data 1^ 
definizione generale di questi 9^1idi y si direbbe^Q retU 



Ed ognimo die per poco è versato nelle oòfe geome* 
Indie tt bene , che le poche verità , che contengonsi 
Bel Lihro 2.11. , circa il- rapporto di quésti solidi ^ 
sono le sole delle quali occorre servirai nell* intero 
Corso delle Matematiche: die perciò, sebbene esse si 
appartengano ugualmente al cono , ed al cilindro in 
fcnerale , ed il rilevarle d generali^ente , che parti- 
colarmente sia lo stesso ; pnrtattavia Eudide , per 
ngion di metodo, e per una certa sem^idlà elemen- 
tare , si contentò dimostrarle per lo cono, e per lo 
cilindror retto solamente ; e quindi non dovè dare , che 
le definizioni di questi solidi , e non già quelle dA 
cono , e dd cilindro in generale. Di più V aver rite- 
nute per quebtt solidi le definiaioni Euclidee , compera 
conveniente , per ciò che poc^ anzi si è detto , ci ha 
anche proccurato T altro vantaj^o di non essere stati 
obbligati nel Libro suUa Sfera e sul Cilindro di aggiun- 
gere , ogni volta , che si è palmato dd cono , eccetto, 
die nella Prop* 18. , la condizione eh* esso sia retto ; 
cioè isoscele , come lo chiama Archimede ; mentre le 
verità iJie egli dimostra per questo solido , ad una tal 
fòla sua spedo , e non già al cono in generde , si s^ 
partengono. 

Ay.LÀ Paop. I. 

Nel Testo Greco della dimostrazione di questa propo- 
sizione y si trova , come per prova dell* impossibilità 
dke due linee rette possano avere un contane segmenio , 
inserito da mano imperita il seguente passaggio: » poi- 
ai che una linea retta non incontra Un* ahra in più di 
n un punto , altrimenti dovranno quelle tali linee rette 
n combadare a la qual cosa dice bene il Simson non 
è da assumersi ^ ma da dimostrarsi ; e h dimostrazione 
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Ai nm'^qtA^M ' • ^ptlfai i»\ sofhtàdiiìi ' ineideixte : 
y due'imee fette non possono «fere un' eoviiiiÉe teg^ 

II. Co0|aiattdUiii che rittiMM» ifVél fKtsst^gio intitiso ^ 
nella sua versione , dimostcì&^^pdt questa iacidsaiie nei eof 
nentario della presente Proposizione, ma egli non avverti > 
che per adattare tal sua dinbslivizione a quella della 
I^roposizione, bisognava far vedere che la retta proposta^ 
• i{iieila che risultava proAufaado mei piano sottopo^o 
h parte^di essa che ^ supponeva in tal piano, esiirto» 
vano in un piano itesso. U SioMoil supplì « » éiò Drtf 
suo Euclide, e noi lo abbiamo seguito. La dimostra^* 
xione di queffinci^i/te'piyi , noto T abbiamo fatta co* 
me il Commandini } ma T abbiamo rilevata per corol- 
lario dalia prop. i4*' àeì Ltb*. I, allontanandoti mcift 
fiure anche dal Simson , <;he la dedusse per Corotlarrò^ 
ddla ti. del Libro slesso. ( f^eggasi a tfùBHo' prop^ité 
la nota alla Prop. i4. t^» /• >- 

Non sotto uè meno mancati de* GeonMCri; dbe hanno 
posto tw) 3iumero degli assh^mi 1*' indidente di bui si il 
parlato di sopra , e tra -questi il Baifrow*; m^ essoifoft 
ha }a natura èX a^ionia j 'fe perciò ^On sta Kene^^à 
questi. Altri poi se ne éotko taltrti ^en%tc ditiio^trarlOy 
e 'senza stabiUtlo coma prindo geometrico* ^ ^^ 

Alla Paor. II. - 

» ■ • - 

No! trtto di Eudide la prima parte d^a pfelMte 
I^op. si trova enunciata nel seguente nnodòJ €^^i tri» 
angola i in un piano* Or non essendo concepfbffe, 
ch'SucllIde abbia voluto in questo luogo dimostrava 
*efò^ xlie'^v^à assunto ne' primi sei Libri; bisogtm 
supporre , che T enundazione di tal I^opo^i^ione sii^ 
fiata da taluno mutata , e viziata : che perciò noi , ad 

?3 
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imitazione del Simsoii^ V abbiamf»* ^mbWfta tir 4|«6fl*a]* 
Um » 7Ve puntt\ che ito», isfie^o per diritto « .sono im- 
an piano: e per la ilimostrazìone di una taJjTefilti. d 
sianao serviti di qiftell'iaAewa lenpUcisaimo nj^^gO, del 
spiale si eitt valuto il Sìmaoli,: i. . 

> . . ^ 1 AliiA Paop. III. 

♦ j , .•♦♦■' '• • -. 

Questa prop. si trova diiDO0trata ue^ nostri E^lemeati 
ia una maniera diretta ^ eh" è pujpe ^alquanto più sem- 
f lice .di quelUi cbe trovasi nel Testo «Gr^co^ 

Alla Paop. VH. 

. Questa Prop« è stata senza dubbio ii^trusa nel Testo 
Greco da qualche antico espositore , per un malinteso 
Ifìgore» Imperocché la ve^it^^^^he in essa si dimostra, 
eio^ che a La linea r^tta^ cfie Hinitce ,due punti, presi in 
9 due liuee nsUe parallele oa4^. nel piano di queste » 
^»le a dice :. JUf linea retta -^f^e uui^cfi due punti preà 
9 Ì9 un piano ^-Qode, %el p^aao stesso Mi è compresa nella 
patura,. della linea, r^t^,.^ 4^1 piano, ed è stata varie 
T(dte ^ assqpta dallob steasa E|iic|ide ; del che potrà ve* 
oersene un esempip nejyia Prop. 3o. Lib. I. E ciò 
mostra chiaramente , eh' Euclide non erede mai neqes* 
iario il dimostrarla. * ^ ' . ^ 

Inoltre la dimostrazione di una tal Prop. 7, è fpja- 
^4f4a sulla '3« dehJibra stesso, n^lla quale beo, due ^ol- 
.t^ si, assume da Euclide ciò , che nella 7. si ^vuol di- 
mostrare: e lo* stesso si trova anche assunto nella di- 
^mostra aipne. della Prop. 6. Queste ragioni ci hanno 
determinato a tralasciare assolutamente una tal proposi* 
juone in ques^ nostri Elementi. 






• • • 



» a rf m: %^ 2Ìt^ 

Aixk Pkop» XV. 

Nella dimostrazione di questa Proposizione , dopo di 
essersi detto « Or essendo la BA parallela alla 6H ì»/I^i3;II» 
vi si è aggiunto il seguente passaggio necessario » per 
» essere ciascuna di tali rette parallela alla ED , con 
» cui non sono nel piano stesso » il qual passaggio yi 
dovè sicuramente essere nel Testo Gr^co , prima cHe 
imperita mano nel cancellasse. Cbe poi una tal dimo^ 
strazione sia stata da taluno corrotta, lo mostra anche 
evidentemente il trorvarvisi nella continuazione di essa 
detto tt e per la medesmia ragione ^ cioè per quella onde 
si era dimostrata la 6G perpendicolare al piano delle 
BA, BC). la BG è perpendicolare al piano per- le GH, 
GK » mentre al contrario la . B6 è perpendfcolare alTe 
OH, GK , perchè perpendicolare al piano che' pa<;s'a 
per esse, ch'è lo stesso di quello per le ED , EP. O» 
noi nella nostra versione abbiamo corretto, giusta le qui 
recate indicazione , la presente dimostrazióne : e prima 
di noi lo stesso aveva anche fòtto il Simson. 

Alti Pftor. XX- ' 

NeT prìncrpto di questa dknosk*azione sr trova nel 
Testo Greco: » ma se noti Id- é, siar BAC il maggioreiv.yf|^i§jIj 
Or siccome Tangolo BAC può essere uguale ad uno de^ 
rimanenti, s^ è peìrcicP dà ik>iV ^ d jl Simèo» déMo » m* 
)i se non lo è , 'sia T angolo BAC non minore di uno^ 
>k quahi voglia tfe* ri!minéiiii ^ maggiete però • dt^IXilfiir., 

^ E. qut i à ^opesltob y^lf^rt rUi?v»Ke,v ch^; ^n^n. poloni»; , 

toatitiiiibùu«kd jiiigoIi-«a9Jì4i^c(iii ^gpU fif^iidi.fig^^s^ 
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rettilinee regolari, cbe cinqae solaiMBle. In fatti &gfi 
angoli piani dil triangolo eqailtterò si possono costituì» 
se tre^pecie di angoli solidi, cooìbiDandone insieiae tre» 
quattro , ò cinque : perchè fino a questa somma si lia 
sempre una quantità minore di quatti o retti , mentre 
da sei io poi tal quintiti si & uguale a quattro retti , 
O maggiore. É chiaro ancora , che dagli angoli del qua» 
4iato uon po^sa costituirsi , che semphcemente quell*ar.« 
|[pIo solido, eh* è contenuto da tre di essi. E si potrà 
pure costituire un angolo solido con tre angoli del pen« 
tagono regolare insieme presi} .poiché questi fanno 
meno di quattro retti* Al contrario non se ne potrà 
costituire uuo da tre angoli dell* esagono regolare, che 
£inno già quattro retti; e molto meno se ne potrà co- 
stituire uno con tre angoli dellVttagono regolare ^^ di 
tltra fi^^ura di maggior numero di lati. 

Or il primo delinque summekitovati angoli solidi è 
quello del tetraedro'^ il secon io delP u'/aedro ; il terzo 
deìV icosaedro , che come fu detto nelle defiaizioni a6 , 
97, e 99 del Lib. XL sono figure solide terminate da 
triangoli equilateri uguali. Di più Tangolo compreso da 
tre angoli retti si appartiene al caio, ed al dodecaeàro 
quello ch^è contei.uto da tre angoli del pentagono* Ma 
'«aicone di queste cinque figure^.soUde un elegante costi* 
- . tttaione rica:f ata dal Lib. JiMh d^gU Eljemei^ti di Euclide. 

4^^uma Imea retta sia i^i^0 ^,m \Utremta ^ e media 
if€igion€ ; i quadrati di tutta la linea , e della parte mi* 
more sono ù triplo. deì^qmadnti^. dilla parie maggiore. 

ÉAt^.lf. ^^^ ^* '^^ AB'diiSsa iii>(% eòm«si è dett»; sarà il 
quadrato di AB insiejM'CM^^^qiieUo.difiC«gadjt^4m« 
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MOV». 96r lA-Ali* 

fio rettangcilo di AB, BC insieme col «[utdrato di AC*: * 7* ^ 
ma il reltangolo di AB, BC é uguale al quadrato di AC| 
e quindi il doppio di quello al doppio di questo. 4di|i^ 
qve il quadrato dì AB insieme ^n qi^llp di BC é Iriplf 
del quadrato di AC. C. B.D. 

LEMMA II. ( VW9. 5. Lié. XSO:. Eucl. ) 

St una linea reità ài divida in estrema • e media ra^ 

f^ionef e poi le si aggiunga per diritto il maggior seg-* 

mento : F intera linea retta sarà anche divisa in estre^ 

ma e media ragione } ed il segmanto maggiore sarà la 

linea retta , che si era posta da principio. 

Sia la linea retta BA divisa in C in estrema, e me-)|f.i9.1V, 
dia ragione ^ e per diritto ad essa si ponga la AD a- 
gaale alla AC. 

E poiché BA sta ad AC , come AC a CB ^ sarà, in- 
Tertendo , AC a BA , come CB ad AC*, e con^ponen- • 1>. V. 
do BD a BA , come BA ad AC* , o' sia ad AD : per* • iS.V. 
ciò la BD è divisa in estrema , e inedia ra^ione^ in A, 
ed AB è il maggior segmento. C. B. D. 

LEMMA III. ( Pro». 7. LiB. XIII. EvcL. ) 

Se ire angoli di un pentagono equilatero sieno uguali^ 
o che si succedano^ o no, il pentagoni sarà equiangolo. 

Sie0o primieramente uguali gli anf^oli aucceseivi iojl{(.i8«jf, 
A, B, C del pentagono ABCDE: si tirino le AC, BB, 
FD. E poiché le ddie CB^ BA so^o uguali alla dipie 
£A , AB, e che l'angolo CBA è «guale all'angolo BAE, 
;iarR CA ugnale a BE , P angolo BC A uguale all'angolo 
AEB, e ^angolo BAO, ù sia BAF ugui^le all'akro A^» I 

iù jsn. AfiF. Laande^ eaeftdo uguali gli ~ 
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ABF, fari AF ugnale a^ FB , e per cons^uenza anclié 
FG sarà uguale ad FÉ : é pure CD uguale a DE , e 
DF comune ; quindi sarà l'angolo FCD uguale alPaltro 
FED. Ma era anche l'angolo FCB uguale all'altro FEA: 
laonde sarà tutto Tangolo BCD uguale airaltro AED; e 
perciò questo angolo pareggerà ancora ciascun di qnel- 

' lì in A, ed in B. Similmente si dimostra , che ad e^csi 
sia uguale l'angolo CDE: adunque il proposto pentago-* 
no sarà equiangolo. 

Non sieno ora contigui gli angoli uguali ; ma si Lene 
fieno essi quelli in A, C, D : si unisca BD. E poiché 
le due BA, AE sono uguali alle due BC, CD, e com- 

. prendono angoli uguali , sarà la base BE uguale alla 
iMise BD , Tangolo AEB all' angolo CDB , e i' angolo 
ABE all'altro CBD : ma i pure T angolo BED uguale 
all'angolo BDE-, poiché si é dimostsata BE uguale a BCL 
Adunque tutto l'angolo AED sarà uguale a tutto I* 
altro CDE ; e perciò anche a quelli in A , ed in C, ai 
quali si dimostrerà similmente essere uguale l' angolo 
ABC. Quindi il proposto pentagono é equiangolo^ C.B.D. 

LEMMA IV. ( Pro. io. ui. XUl. Evcl. ) 

Il quadrato del lato del pentagono regolare inscritto 
nel cerchio i uguale ai quadrati de^ lati delVesagonoy e 
del decagono regolare inscritti nel cerchio stesso» 

jlff*to.J!r. Rappresenti AB il lato del pentagono regolare mscrit- 
to nel cerchio ACD, e sulla AB si tiri dal centro F hi 
perpendicelare FH, che si prorluea in K, e si uniscano 
Je KB^ KA, BF, FA, sarà KB il lato del decagono in- 
sccitto in un tal cerchio. Finalmente si tiri sopra la AK la 
perpendicolare FJLM,si unisca KN,e sì prolunghi AF inG. 
£ poiché A^B i U lato, del pentagonoi cottenderà essa k. 
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tpiinU palt«-^el1« drconfereBEa, o à% dm ;qii!itt« partì 

della sf iDicirronfèrenza ; e perciò se si applichi. nel se- 
nuceri'Iiio ABCG la BC uguale alla AB , U rimaneate 
arco CG dovrà essere la quinta parte della Eemicircon- 
fereuza , cioè uguale ad AK : ma l'arco AK. è doppio 
dell'altro KM ; adunque anclie l' arco CG sari ^'^ppio. 
dell'altro, KM: che perciò tutto l'arco BG sarà doppio 
dell' altro BM , e quindi acche 1' angolo 6FG dovri 
esser doppio dall' altro BFM. Ma un tal angolo GFB 
i. pur doppio dell'angolo GAB : laonde sarà l'angolo 
BFN uguale all'altro BAFi ed , i triangoli BFA, BFN, 
che hanno i già detti angoli uguali, e l'angolo ABF 
di comune , saranno equiangoli , e quindi simili. Adun- 
que sarà AB a BF, come FB a fiN '; ed il rettan^lo ABN 
pareggerà il quadrato di BF, Or poiché AL è uguale 
ad LK, e la Nh è comune , ■ perpendicolare alla KA, 
sarà la KN uguale alla IVA , e 1' angolo LKN ugual* 
all' altro LAN. Ma 1' angolo LAN è uguale all' angolo 
KBN; perciò l'angolo LKN sarà uguale a KBN; è poi 
l'angolo NAK comune ai due triangoli AKB , AKPf ; 
quindi il triangolo AKB è equiangolo all'altro KNA; é 
perciò BA sta ad AK, comcf KA ad AN ; ed il rettan- 
golo BAN sarà uguale al quadrato di AK .Laonde essendo- 
li già dimostrato il rettangolo ABN uguale al quadrato di 
BF;! due rettangoli ABN, BAìV nsieme presi, cioè il qua- 
drato di AB* pareggerà i quadrati dìBF e di AK.C.6,.I). » ■, n. 

LEMMA V. ( Paip. la. lii. XIU. Etcl. ) 

Se.ntl cerchio »" ùucriva il triangolo apiHalen ì i^ 
fwdrafo del lato del triaag<)to torà iriplo di ^ueUo d«f 
'"ggio del cerchio. 

Sia ABC il triangolo equilatero inscritto nel cerchio «..m w. 
ABC, il cui raggio AD si prdunghi ia E , q si' unisca 
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la EB B ]iòtdkÀ Afe é Uto del triàtignto è<tnflAteM uh 
fcrittD tiél Cerchio ABC} safè Tarcò AB la terz» fid^ 
te della ciromiferenzà : quindi I* arca i^C aie aarà li 
aésta parte) e perciò la congitirìgpftte BE, dinotando il 
lato dell* esagono regolare imcritto in questo cetcki» 
pareggerà il raggio AD. Or il quadrato cU AE^ ck*é 

Juadriiplo di quello di AD, eftsendp ugnale ai quadrati 
i AB , e di BE , saranno anche questi il quadruplo 
4el quadrato di AD. Per lo che se da* quadrati dì AB, 
€ di BE si tolga quello di BE, e dal quadruplo del qua« 
drato di AD si tolga uno di essi ; dovrà restare il qua* 
drato di A3 uguale 4 tré quadrati di AD. C. B. D, 

>ftOP. I. PROBL. ( Pao». i3. m. XSU. } 

Costiiuire un Mràeirù* 

Jr»*'*''* Si esponga una linea retta AB , dalla quale si tagli la ter* 

^9* TI* za parte fiO; poi si descriva sopra di essa AB il semi- 
cerchio ADB, nel quale &irì la CO perpendicolare al 
diametro. Ciò posto si esponga il circolo EFG , che 

w. abbia il raggio uguale alia linea retta CD , e descritto 

ia esso il triangolo equila|;ero EFG, si tiri dal centro 
H Ili fiK. perpendicolare al piano del cerchio , ed u- 
giaaie ^Ik AC; e fìnalmeute congiungansi le K£ ^ KF, 
IkG: dico che la piramide EFGK. sia un tetraedo. 

E 'pdebè la* KH è perpendicolira al piano EFG, e 
quindi alle linee rette HE, HF, HG; perciò i triangoli 
ìietfa^oK KHE/ KHP, KfiG avendo uguali i loro «a- 
teli , alrtanno anche tigu^ilf le ipotemise RE, KF, KO, 
ciascuna delle quali é chiaro che sia- nguale alla AD,* 
Or per ^li triangoli simili APC, DBC . deva stare AD 
* DG , come DB a 6C t e cruiodi saranno anche prò- 

w piiVV porsionab i quadrati che da tali riette descrivonsi** • Ma 



H qn^Ando A DB sta a quello di BC, come AB a BC^ 
perciò in questa ragione sarà pure il quadrato di AD 
a quello di DC. Lapode essendo AB t'-ipla dì BC sarà 
anche il quadrato di AD triplo di quello di DC. Ma è 
poi anche il quadrato di EF triplo di quello di EH', * '• ^* 
ed é EH uguale a DC. Adunque sarà il quadrato di 
AD uguale a quello di EF ; e perciò AD pareggerà 
EF. Per la qual cosa le KE, KF, KG, EF, F6, GB 
e^emdo tutte ugualjl alla stessa AD, saranno anche tra 
loro uguali ^ e quindi i triangoli EFQ, EKF, FKG ^ 
GKE y»arei^no tutti equilateri , ed uguali. Onde il so- 
lido FG^K sai;à xm tetiraedrp" C. B. F. «4Ì.99 xi. 

PROF. It. PROBL. ( Vuor. 14. VM. XHI. Eoci. )' 

' CosàUnife un ottaedro* p 

Si esponga il quadrato EFGH, nel quale si tirToo/l^^* ^• 
le diagonaii £G , FH , che ^ divideranno lo parti 
uguali in K , e ad angpli retti* : indi dal punto K %\*di,^.^ì. 
tiri al piano EFGR la perpendicolare MKL , che si 
pvel^oghi dall'una, e t altJca pa^te del piapp ia- L^. 
M, '• tagliate da es$a le KL» KM uguali ad una delle 
K£, KF, KG, KH, si finiscano le LE , Ifi \ LG » 
liH, ME, MF, MG, MH : dico the il solido conienti- 
40 dagli otto triangoli £LF, FLQ, GtH^ HL£, EMF, 
FMG, fìM0, HME sia un otUedro. 

Imperp^qchò essendo FK uguale a K.H ^ t V ^ngoìo 
in K riatto,, sarà il quadrato di EH doppici di quello 
di £!&.; le di nvipfp e^s^ndo EK yguale a KL^ e ì'^-^ 
^9 m K letfp ,, ;sa|pà il quadrato ^\ %L dop^ip^ 
quidlo di IEMl. jl[#on4e saijà il q^adr^to di ^jp ^lùle 
9L tpn^Qp di EH , ed EL vgyale M ^U. Similmeote si 
. iMviostra qhe L9 ;bmi i)g|i4e .ad IL% \ quindi il tri^n- 
ifpJlp ]B:I^ ^ e^ilateipt). Ip! lul modo tf imo ;^|ipio^|^|BK 



dosi, elle s!etìO> equilateri gli altri triangoli , cbe haima 
per L^si i lati del quadralo EPGH, e per vertici i pon- 
il L, M, ne segue, che si è in tal modo costituito T 

M.a4-XlottaedTo». C.B-P. 

( 

IROP. IIL PROBL. ( Ptop. iS. Lm. XIII. Eoci.. ) 

Castiiuire un cubo» 

■ 

/f.a3.1f. Si esponga il quadrato FGML , e poi dai TerUei F, 
G, M| L de^ suoi angoli si elevino al piano di esso la 
perpendicolari FÉ, GH, MN, LK , ciascuna delle qua* 

^ li si tagli UG^iale al lato del quadralo esposto. Final* 

piente ti uniscano le £R, KN, UH , HE, si verrà in 
tal modo a costituire il solido GR terminato da sei 
fuadraU GL, LE, £N, NG, GÈ, MK, che perciò è 
un cubo. C. B. F. 

PaOP.IV. PROBL. ( Paof. .i6* UB. 3UII. Euci.. } 

Costituire un icosaedro* 

Jlr-^4 tf. Si esponga la linea retta AB , dalla quale si tagK 
^ 9. VL là quinta parte BC^; e descritto sulla AB il aemicer- 
cliiò ADS , si tiri in esso la CD perpendicolare alla 
AB, e si unisca la DB. Ci& po^to si esponga il cerchio 
* EFGHK , il cui raggio VE sia ugnale a DB , e de- 
critto, in esso il pentagono regolare EFGHR, si divi- 
dane per metili ^^^^^ FG , GH, HK , KE. EF in 
M, N, X, O, L, e si uniscano le £L , LF, FM, 
MG, ON, NH, HX, XK , KO, OE , e le altre LM, 
MN, NX, XO, OL ; suri LMNXO nn altro penUgono 
t'egolare inscritto nei cerchio stesso, ed ELFMGNHXKO 
' sarà il decagono. Dopo ci^ dai punii E, F, G, H, K 
91 elevino al pianò del cerchio le perpendicolari EP , 
'*FR; XSSf RT j Ksf, cill^cnna" delle quali sia uguale al 



nggto KV/e s» museano le PR ^ RS, ST, TT, YP » 
PL, LR, RM, MS.SN, NT^TX, XY.YO, OP. 

-E poiebè le I^P, K¥ sono ambedue perpendicoUri 
A pian»' stesso» 9. sti^ono parallele tsa loro^ ma sono di 
più uguali , perciò anche la PY è uguale e parallela 
alla £& cioè al Iato dei pentagono regolare inscritto . 
nel cercluo EFGUK. E diao^trandp nel modo stesso ^ 
che ciascuna delle PR, RS, ST, TY sia uguale al lata 
del pentagona inftcritto nel medesimo cevcluo» ne segp» 
cke il rettilineo PR&TY sia identico a questo pentagono.^ 
Époi P£ i^ualeal lato deir esagono inscrittibile nel me- 
desimo cerchio^ EQ è <}iiella del decagono ^ e V angola 
PEO è retto .;. cpiindi PO sarà anche uguale al lato del 
pentagono-^. Similmente si dimostra , ch^ Io sia OY j^ * I. 4* 
perciò POY i uà triangolo equilatero i. e nel modo 
stesso si rileverà, che siepo triangoli eqjoilaleri gli air 
tri PLR, MRS, SNT, TXY. E poiché si è dintóstra* 
toh^ che si Pti , che PO sia uguale al loto del penln-- 
gono , cioè ad LO; perciò il triangolo LPO sarà equi- 
latero : e triangoli equilateri pur saranno g]ii altri LRM^ 
MSN, NTX ^ XYa ' 

09- dal punto V, eh' è eentro* del cerchio EFGHIC 
ai elevi al piana di un tal cerchio la perpendicolare 
ÌfV£ì , che si produca dall' una , e t altra parte in 
i" , A ^ e si taglia la "VQ uguale al raggio di quel cerchio^ 
e poi le y^t , QCì^ ciascuna uguale ai lato del dec^* 
gono : iSoalmente* si< uniseano le PQ, PQ » Y£l\ EV -^ 
LV , Lir , tM. E poiché aiascnna delle VQ , PE è 
perpendicolare al piano del cerchio EFGHK , saranno* 
esse parallele ; ma sono anche uguali ; quindi £V sari 
uguale e parallela a PQ ; e ptMÌò< PQ al parr di EJf 
i uguale al lato dell^ esagoooi. Ma è poi QQ uguale.» 

quello del decagono ^ adunque PA ^il >eui quadrato pa- 
leggia quelli di PQ , e di Qlì sarà ugnale, al lata ^ 
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pentagono^. Similmente si dimoftlta', dieTA lift ii^lMi» 
le al lato ^el pentagono^ cioè a PY ; adoncpte il Irìa»» 
goìo POT sarà equilateh). E colto atlMso ragtooaméÉ* 
tb si proverà, ebe sia eqqilatero dasciiao de*vÌBi»neii« 
ti triaogoli , che hanno per basi le PR, RS, ST , TT, 
« per vertice il puntò O* Di nuovo « poiché il qua^ 
<]^adrato di i^L è uguale ai <|uadrati di ¥L{, di'è lato 
delP esagono , e di Vi", eh* è lato del decagono ^ sarà 
^ <• 4 Ei' Uguale al lato del pentagono* : e dimostnindo che 
anche Mi^ sia uguale ad un tal lato i cioè ad LM^ s** 
rà L'i^M un triaogolo etjuilatero. E nella stessa gui- 
sa si dimosfjrerà , che sìéno triangoli equilateri- quel* 
li altri , che hanno per basi le MN, NX , XO ^ OL ^ 
e per vertice il punto "¥. Si é dunque costiiailo uà 
solido compreso da venti triangoli equilateri^ ohe pep* 
V.aS XI.clò è un icosaedro"^. C. B. F. 

PROP. V. PROBL. ( Paop. 17. l». XSÙ. Èucl. ). 

Costituire un dodecaedro» 

Jtf.^S.y. Si espongano due piani di un cubo perpendicolari 
tra loro , e sieno questi ABCD , EBCF ; e poi si di- 
vidano per metà latri loro lati in G^ H, K , L, Mj 
K , X, e si uniscano le 6PK , HPL , MOH , NOXi 
Indi si dividano le NO , OX , HP in estrema» e me* 
dia ragione ne' punti R, S, T, e sièno OR , OS , PI 
i sf^gmenti maggiori^ e da questi punti R, S, T si e- 
leV'ìnò a' piani BF, BD , dalla parte esterna ^el cubo ^ 
le perpendicolari RY ^ SV ^ TQ uguali a ciascuna delk 
OR , OS , TP : finalmente si uniscano le BY , YV^ 
Ve, CQ, QB. Dico che il pentagono BYVCQ sia equb 
latero , equiangolo , ed in un solo piano ^ e che quin- 
ài sia nno di quei dodici 9 che terminano il dodeca^ 
9ro cU costituirsi» 



5i wìscaiio le RB , SB , VB. E poìdle la Knea reU 
tà NO é divisa in estrema, e media ragiooe in R, sa* 
ramio i quadrati di ON e 4i NR tripli di queOo dì OR; 
cioè ì quadrati di BN , e di KR , o sia il quadrato di 
BR sarà triplo del quadralo di RO, cioè deli* altro di 
RY. Laonde bara il quadrato A BT, ch*è uguale a quel* 
h di BR, RY, quadruplo del quadtato del hY. Ma YT 
épur dupla di YB ; poiché RS è dàpla di RO, o aia 
di RY : perciò BY è uguale ad Y Y. Similmante si dimo» 
streié, che ciascuna delie BQ, QC, CV sia ugnale aBY« o 
ad YV: quindi il pentagono BYVCQ è equilateit». 

Dico ora , che esso sia hi un piano. Si tiri dal pa»* 
io O la OZ parallela alla RY , alla SY, dalla paife 
estema del cubo, è si uniscano le ZH, H(^ qveSleZH^' 
HQ dovranno stare per diritto. Imperocché eascndo la 
HP divisa in T in estrema , e niedia raugiùoe^ tmrà HP 
a PT , come PT ad HT^ ma HP é uguale ad HO, • 
FT è Uguale a TQ, o sia ad CZ; adunque sari HO ail 
jOZ , come QT a TH ; ed é HO parallda a TQ, 
che sono entrambe perpen<ficoIari al piano BD, 
pure TH é parallela ad OZ , perdié ciascma è par* 
pendicolare al piano BF. Adunque dovri esser ZH per 
diritto con HQ*; e perciò il piano BAC in coi esiste * 3s.TI. 
la parte HQ della linea retta QHZ dovrà esscsne per 
diritto col piano BYVC in cui sir trova l'altra parie 
HZ della stessa retta QHZ: vale a dire , die 3 penta- 
l^ono BQCVY si troverà in un piano. 

Bisogna adesso dimostrare, che sia equiangolo. E 
poidié la linea retta NO é divisa in R in estrema cr 
media rag^ione, e gli si e aggiunta per dintlo la OS, 
eh* é uguale al suo maggior segmento OR ; perciò 
che la US sarà divisa in O in estrema ^ e tnedia 
{ione , ed ON sari il segmento maggicme^. Ijiondr i * j^ 
quadrati di US e di SO , o sia di MS e di SY 
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^^^..il triplo di qnello di ON* , o pure di NB. Adancpie 
ag^ttotovi di comune il quadrato di NB f saratiao i 
quadrati di SV , SN, NB uguali a quattra quadrati di 
NB. Ma i quadrati di SN » NB sono uguali^ a quella 
di BS^ perciò i quadrati di BS e di SV^ cioè il qua-, 
drato di BV è quadruplo di quello di BH j e quindi 
BV do]^pia di BN ^ o $ia uguale a BC. Ed essendole duc^ 
Bt, TV uguali alle due BQ , QC , P una all' altra , e 
la, iMse VB uguale alla baie BC \ sarà l'angolo BYV 
lagnale all'angolo BQC. SimilaieQte dimostreremo che. 
Pangolp TVG sia uguale all'angolo BQC : qoiadi i tse 
angoli BQC) BYV, TVC sono tra loro uguali ; e per- 
ciò il pentagono BQCVY è equiangolo : ed era anche 
equilatero* Dunque é un pentagono equilatero , ed e-^ 
quiangolo* 

Che se si espongano gli altri due piani del cubo 
perpendicolari ad AC , e contigui a CE , cioè DctfiC , 
ed AX/B; e the poi si dividano per metà ancbe i loro; 
lati 9 e si compia la stessa costruzione , che si è fatta- 
precedentemente , prendendo da una parte il piano. 
Dj&/3C in camino del piano AC , e questo ioTece di 
BF) e dall'altra prendendo il piano I^XSB invece di 
9D y e questo in luogo di CE : si dimostrerà simile 
mente , die i pentagoni QCeDi* , QByAi^ sieoo equi- 
lateri , equiangoli , ed uguali al primo BQCVY ^ pes 
ater con esso comuni i lati QB , QC. Si sono dunque 
costituiti tre pentagoni tangenti i tre lati BG^ OC, AR 
del cubo , e coerenti 1* uno all' altro per messo dei 
lati BQ , QC , Qi" y che gli sono comuni. Se dunque^ 
col metodo stesso si costituiscano altri nove pent^igoni 
tangenti respettivamente gli altri nove lati del cubo^si 

^it:a7.Xl.sara costituito il dodecaedro^ C B. f". 
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SCOLIO GENERALE. 

Posta questa general costituzione delle ciaque Sgnrè 
^lide Ingoiali , facìlinente si rileva come si possa de- 
scrìvere uno di essi solidi , che abbia un lato dato , o 
inscrìvevlo iu una data sfel». E quesDì seconda condì-* 
zione é stata sempre da Euclide ' aggiunta a ciascuno 
de' summentovati Problemi. Euclide ne ha 4i P>^ nca<* 
Tato il rapporto ', che serba il diametro della sfen^ A 
lato del poliedro, regolare in essa inscritto \ e ^indi 
Va rapportati tra loro i Iati di questi cinque poliedri 
inscritti vsk una stessa sfera ( ^eg. la Prop. i8. Lib. 
XIII. }• Ma* noi siamo cii andati molto innansi in t»» 
le argomento , avendo nella presente nota comprese 
quasi tutto il >Lib. XIII. degli Elementi , che se eoa» 
veniva da una parte tralasciare , per la poca impor- 
tanza elementare, come nella maggior parte delle isti» 
tttzioni si costuma , non dovevasi altronde ià qualcKe 
modo omettere di rapportare i principali Problemi da 
noi esposti ; e perchè eran questi necessarj a stabilire 
la ponibiliti deDe definizioni 24, ^5, 26 , 27 , e a8 , 
del Lib* XI, ; ed anche perchè le costruzioni di essi 
non dovevano , per la loro eleganza , restar obbliate. ' 

Alla Paor. XXII. 

E qui , similmente che nella Prop« «o., si troiva det» 
lo nel Testo Greco , e da tutti gli espositori 9 veno il 
principio a ma se no 9 sieno disugnali gli angoli AfiC, 
a DEF , 6HK. } e sia T angolo ABC maggiore di eia-jl^,aa.l^ 
n senno di quelli in E ed in H a il che , come riflette 
bene il Simson mostra evidentraieate che questo luogo 
ftia vidato , potendo «YTe&iit ém r«iigol# ABC jP^^if- 
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paste UBO d^fi altri due in E ed in H. Raperò 
•neBdUrlo ^mné si trota fatto neU*espo^ii(ioB#no4tra, nella 
quale d siamo attenuti alla dimostrasìone à-ìtjéliier del 
Tcito GtccOy oonfennaiidoci all'Euclide del Sitmon» 

Auu PaoF. XXIII. 

La solanone die dà Eodide del ProUeoia contentt» 
lo in qneHa pFopoaiaioae è assai eieganle, per meri- 
tare la pirfei e u sa solle altre die se ne sono congegna- 
te in diverse istitniioni mod ei ite di Geometria ; e nxA 
Gabbiamo perciò ritenuti modificandone ak^anto lo 
dimostraziooe , die alla vaiiì^^ dd Simséii riesce ns» 
sai pia semplioe ed degaÉte di qndla dio frodasi nel 
Testo Greco. Intanto avendo nd andie ordita per tal 
TroUema una sdnztoae dÌTersa dalP Eudidea , e della 
quale d eravamo ^Tahiti nelle pnmè edizioni di questi 
nostri Efementi, non crediamo fuor di pro p o si to di 
qui appresso lecada. 

X B M M A. 

« 

Dal centro di fm eercjhio deno iùnii ifutiiro rofgi^ 
eie towÈprendano tre angoli capaci a costiiuire <i9 or- 
golo solido (*) , dg^quali il primo ed il terzo sieno acuti^ 
e poi pe^ termim de* raggi estremi si tirino al cer* 
duo le tangenti , eie -incontrino i raggi medj prolunga- 
U : si potrà costituire un triangolo dalia congiungemte 
fuesti feudi t incQntm ^ e da quelle iangenii. 

fg.vfJt. Dal centro A del cerchio BEO sieno tirati i.quattro 
vaggi AB y AF , AG , AE , cbe comprendmo i tre ai»- 
goli BAF, FAGy GAE capaci a costituire un angolo 

P*^ fimo Bagliori dM 4ar» 
ffmtf<a^»aft«Xl. ^ 




solido , de^ qtiBÌi il primo ed il terzo sieno acuti ; • 
poi da^ punti B , E si tirino al, cerchio le tangenti BC, 
ED, e congiungasi la CD : dico clie dalle tre linee 
rette BC , CD, DE si potrà costituire un triangolo. 

Si supponga essere T angolo BAC quello de^due acu* 
ti che non è minore dell* altro BAÉ, e dal punto C , 
si tiri al cerchio BE6 Taltra tangente C^ , e si giunga 
la £A; sarà Cb uguale a CB, e T angolo CA6 ugnala 
alP altro CAB : si unisca Db. E perché due deHre an- 
goli propósti sono maggiori del terzo ^ doi^rà V angolo 
DAb , ch'è la differenza de'due DAC, CA6, doè DAC, 
CAB , esser minore delP altro DAE ; per lo che i due 
triangoli DAE , DAb avendo il lato DA comune , gli 
altri lati AE , Ab uguali , e V angolo DAE maggiore 
deli' altro DA£j avranno la hase DE maggiore della 
Lase Db, E perciò essendo DG e Db maggiori di Cb , 
o di CB , saranno anche DC e DE maggiori di CB : e 
similmente dalP essere Cb e D&, o pure CB e DA, mag- 
giori di DC , si rileva che CB e DE debbano anche 
essere maggiori di CD. Finalmente se T angolo BAC i 
Uguale ali* altro EAD , è chiaro che BC sarà uguale ad 
ED ; e perciò che DE sia minore di BC , CD , prese 
insieme. Che se poi tali angoli si suppongano disugua- 
li , e BAC il maggiore , si costituisca al punto A della 
linea retta AB V angolo BAe uguale air altro EAD ^ è 
chiaro che la DE, al pari della sua uguale Be , debba 
esser minore della BC ^ e cpiindi molto minore delle 
BC , CD insieme prese. Adunque dalle tre linee tette 
BC, CD, DE si potrà costituire un triangolo^. 
E perciò dal centro di un cerchio ec« C. B. D. 
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PROBLEMA. 

f 

Costituire un angolo solido con ire angoli piam 
minori di quattro retti , e tali che due comunque preà 
sieno maggiori del ter%o. 

/i;.s7.iV. Sieno dati i tre angoli piani HKL , Q e PRS mino- 
ri di quatti*o retti , e tali che due comunque presi 
sieno maggiori del terzo , bisogna costituire con esd 
un angolo solido. 

Caso i. Se almeno due degli angoli proposti HKL, 
PRS sono retti \ allora dal vertice dell* angolo CAB 
^' '* uguale al terzo angolo. dato Q si elevi la perpendico- 
lare AD al piano di esso angolo CAB, e sarà chiaro 
che questa e le due AB , AC costituiranno al punto A 
un angolo solido contenuto da tre angoli phmi respet* 
tivamente uguali a' tre dati HKL , Q e PRS. 

Caso a. Che se due di essi angoli HKL, PRS sieno 
acuti , e 1* altro comunque : allora preso in un piano 

'^^^•^•un punto A, si tiriao da questo nel piano stesso \t 
quattro linee rette AB , AC , AD , AE, che compren- 
dano gli angoli BAC, CAD, DAE uguali respettiya-, 
mente a' tre dati HKL , Q e PRS , ed in modo che il 
primo BAC , e V ultimo DAE sieno gli acuti ; e poi 
descritto col centro A intervallo qualunque AB il cer- 
chio BBG, si faccia la stessa costruzione del Lemma 
precedente : si potrà costituire un triangolo dalle tre 
• ^prcc. lin^ rette BC , CD, DE* -, sia questo il triangolo bcd, 






/^.a7.iV. ed innalzata sui piano di esso dal vertice del suo an- 

'** ^* golo compreso dalle bc , bd uguali respettivamente alle 

BC , DE , la perpendicolare ba uguale alla BA , o alla 

AE , si giungano le ac , od 3 sarà P angolo solido, in 

a , eh' è compreso dagli angoli piani cab f bad^'^ da% 

quello che si cerea. 
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Imperciocclié i 4ue triangoli rettangoli CBÀ , c6a^ 
avendo respettivamente ugnali i lati dintorno agliango* 
li retti CBA, cba \ dovranno avere anche uguali le ipoi> 
tenuse QA, ca, e dovrà di più essere Pangolo cab ugua- 
le air altro CAB , cioè ad HK.L. Similmente si dimo- 
strerà essere DA uguale a da, e T angolo dab uguale a 
DAE , cioè a PRS. Laonde i due triangoli CAD, cad 
avendo i lati respettivamente uguali , dovranno avere 
anche 1? angolo cad uguale all^ altro CAD , cioè a Q; e 
perciò i tre angoli bac^ bad , cad , che comprendono 1* 
angolo solido in a, pareggiano respettivamente i tre dati. 

Gaso 3. Sieho ora ottusi due degli angoli dati 2KH,/S^.*i7.7\r. 
*RP. Si prolunghino i lati ZK , jR degli angeli ZKH , "• ■' 
sK9 in' L ed S , e poi con gli angoli HKL. PRS che 
sono acuti , e col terzo angolo Q si costituisca , come 
nel caso precedente , V angolo solido in a. Indi il lato 
ab di cpiesf angolo solido ., eh* è adjacente ài due an- 
goli bac , bad^ che sono uguali ad HKL, PRS si prò* 
lunghi al di sopra del vertice a in hi sarà V angolo 
solido cercato quello che si costituisce al punto a da« 
gli angoli dad, èah^ dah. 

Poiché si vede chiaramente , che essendo i due an- 
goli bac^ cah uguali a due retti , saranno essi uguali ai 
due LKH, HK?( che perciò toltine gli uguali bac, LKH 
debha il rimanente angolo BKl pareggiare il rimanente 
kac : e simUmente si dimostra che V angolo dah sia 
uguale ali* altro PR^. Ma- è poi V angolo cad uguale al 
terzo angolo dato Q : aduncpie T angolo solido consti- 
tuito in a dai tre angoli piani cah, dah^ cad sarà quel* ' 
lo che si cerca. 

Caso 4- Fisalmente sia l*4lngolo: Q aeutoi , l'altro/isr.i?^* 
HKL retto , ed il terzo PRs ottuso* * Si proluoghi si- '*' 
milmente la jR in S ; e poi si cosltituisca 1^ angolo se- 
lido in a contenuto dai tre angoli piani e^ vtgVLsAe a 
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• #iii.a» Q^ cad ugaale ad HKL ; e iab uguale a PRS'' ; e n 
prolunghi il lato ad adjacente ai due angoli cad , d<A 
in A ; sarà V angolo solido in m , compreso dai tre an- 
goli piani cahj cab, bahj quello che si cerca. Imperoc- 
ché essendo V angolo cad retto , sari il suo consegaen- 
te cah anche retto ; e perciò uguale all' angolo HKL : 
ed essendo i due angoli dab^ bah uguali a due retti , e 
quindi uguali ai due sRP, PRS; toltine gli angoli ugua« 
li dab^ PRS, resterà V angolo bah uguale all^altro' PR^: 
É poi r angolo cab uguale ali* angolo Q ; quindi il so- 
praindicato angolo solido in a sarà il cercato. 

Laonde si è costituito un angolo solido ec. C. B. F. 

^ Alle Proip. A b B. 

Nella Prop. ^5 di questo Libro Euclide assume la 
prima volta , che due solidi terminati da piani simili , 
ed uguali sieno uguali # simili* Adunque era necessa- 
rio , che questa tal verità si dimostrasse prima della 
aS. E siccome i solidi di cui trattasi nella aS sono pa- 
rallelepipedi ] e che in generale negli Elementi n^n si 
tratta d^ ideniicità , che tra figure solide i cui angoli 
solidi sono compresi da tre soli angoli piani ; percià 
era sufficiente , che la dimostrazione poc* anzi detta si 
limitasse a questo solo. esso. Or per questa dimostra- 
zione si esigeva , come è chiaro , e come si é detto 
«nche nella Nota alla def. 10. , che si fosse prima di- 
. mostrato d che due angoli solidi contenuti da tre an- 
goli piani respettivamente uguaU , e similmente posti , 
sono uguali » : che perciò noi abbiamo dovuto premet- 
tere alla 25, come due lemmi , le Prop. A, e B, dalle 
quali Y uguaglianza degli angoli solidi contenuti da tre 
angoli piani, e l' uguaglianza e similitudine delle figa- 
re solide , che hanno gt condizioni espresse nel prja- 
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cipio di questa nota, resta geometricamente stabilita. 
Vale a dire , che per mezzo di questi lemmi restano 
rigorosamente dimostrate le Prop. a5 ^ e a6 , del Lib. 
XI. ; e quindi le tante altre , che sopra di esse sono 
fondate , e che ritrovansi nel Libro stesso , e nel st^ 
guente. 

Il Simson per dimostrare la Prop. A vi ha premesso 
Taltro lemma , cioè , che » Se vi siano due angoli so-* 
lidi y ognuno de^ tpnali sia conienuio da tre angoli pia^ 
ni uguali tra loro , V uno alV altro \ i piani n^ ^uali 
esistono gli angoli ughali saranno similmente inclinatiw^ 
ed una tal verità si trova al contrario compresa nell* 
uguaglianza degli angoli solidi proposti , quando que- 
sta si dimostrasse indipendentemente da quella. Or noi 
avendo trovata in Euclide stesso , e nel medesimo Li* 
bro XL una dimostrazione ^ che pare ordita piuttosto 
m quesf oggetto , che air altro cui trovasi destinata ^ 
qaella cioè della Prop. 35. , V abbiamo preferita alla 
dimostrazione del Simson \ anche perchè una tal di- 
mostrazione dà per immediata conseguenza una verità 
della qvale si ha bisogno nella 4u* del Lib. XI ; e 
.che Euclide , e Simson erano obbligati a dimostrare 
precisamente con quel ragionamento, che a noi è ser« 
vito per dimostrare, f uguaglianza degli angoli solidi di 
cui trattasi nella Prop. A {f^eggasi la Nota alla Prop* 
35. di questo Xifr. ) 

Che poi noa si verifichi generalmente , che gli an- 
goli solidi conteuuti da angoli piani in numero mag« 
gìore di tre , i quali sieno respettivamentt uguali , e 
similmente posti , debbano coincidere , la qual cosa si 
è già accennata nella nota alla d^. io. di questo I^b., 
si può dimostrare nel segiMnte modo* 
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TEOREMA. 

Con quattro angoli piani , disponendoli collo stesso 
ordine , si può costituire una moltitudine di angoli so" 
lidi disuguali» 

JifM.N. Sieno M, N, P, Q i quattro angoli piani proposti , 
e da essi si supponga già costituito Pangolo solido in A, 
in modo, cioè, che Tangolo BAC sia uguale ad M, Tan- 
golo CAD ad N, Tangolo D AE a P, V angolo E AB a Q. Si 
supponga in primo luogo, che i due angoli M, N sieno 
maggiori de* rimanenti P, Q: che perciò questi due ulti- 

^Ai.XI. mi non potranno, insieme presi, pareggiar due retti^ . 
' Or poiché i due angoli M, N, cioè BAC , CAD sono 

• ao.xi. maggiori dell' angolo BAD* , e che M , cioè BAC , in- 

sieme con BAD è maggiore di CAD , o sia di N ; ed 
al contrario che CAD insieme con BAD è maggiore di 
CAB, o sia di M: perciò essendo BAD minore di BAE, 
*ai.XL E AD" , cioè dì P, Q^ dovrà essere M insieme con P, 
Q maggiore di N ; ed N insieme cogU stessi angoli P, 
Q maggiore di M. Ma sono pure , per supposiziono ^ 
M ed N maggiori dì P con Q* Laonde. da' tre angoli 
M, N, e P insieme con Q, i qnali hanno le condizio- 
ni delle Prop. ao , e ai Lib. XI. si potrà costituire 
un angolo solido. Sìa questo V angolo solido in o com- 
preso dai ti*e angoli piani boa uguale ad M, cad ugua-. 
le ad N, e òad uguale a P e Q insieme. Ciò posto 
sieno similmente gli angoli M , Q maggiori dei rima- 
nenti due N, P ; che perciò né meno questi potranno 
essere -uguali a due retti. Si dimostr^à come poc'anzi, 
che dai tre angoli piani M, Q , ed N insieme con P 
si possa costituire un angolo. Si costituisca dunque 

* ^6 .XI. qiiest^ altro angolo solido nel punto a della ab" , e sia 

quello, eh' è contenuto dall'angolo bac uguale ad M, 



dalPangolo hae uguale a Q, e dall* altro cai uguale ad 
N e P insieme. Or è evidente, che se il piano dell* 
àngolo ead sMntenda rivolgersi un poco intomo alla 
ac , e verso la ba \ minorandosi T angolo bai , e dive- 
nendo baf\ si potrà costituire al punto a della ba un 
angolo solido compreso dai tre angoli piani baf^ bae y 
eh* è uguale a Q , ed eaf^ eh* è lo stesso che ead , o 
sia P: quindi si sarà già costituito al punto a della ab 
un angolo solido contenuto dai quattro angoli piani 
bacj cqfj /acj eab , che sono respettivamente uguali ai 
proposti M,' N, P, Q. E siccome 1* artifizio poc' ansi 
adoperato^ potrà sempre aver luogo , fintantoché il lato 
ad non cada nel piano deli* angolo eoe , nel qual caso 
svanice di nuovo l' angolo solido in a compreso dai 
quattro angoli piani bac , co/*, fae 9 eab e ne risulta 
quello che si contiene dai tre bac , ,bae , eac \ è chiaro 
perciò , che tra i limiti bai , cae si potranno costituii 
re moltissimi angoli solidi compresi dai medesimi quat« 
tro angoli piani M, N, P, Q disposti coll*ordine stesso. 

Che se gli angoli M, N insieme presi risultino ugua- 
li agli altri P, Q presi insieme ; ritrovandosi, o no an- 
che gli angoli N, P uguali agli angoli M, Q: è chiaro, 
che la dimostrazione procederà nel modo stesso , sol 
che gli asgoli iad, cae suppongansi per poco minori, il 
primo dì questi de' due P, Q, e 1* altro degli altri due 
N, P) e di più compresi tra i limiti dinotati per lo 
primo «Lalla somma degli angoli N, P, e dalla differen^ 
za degli altri M, N, per l*altro dalla somma degli an- 
goli N, P, e dalla differenza degli altri M, Q. E per- 
ciò è chiaro , che anche in questo caso si potranno co- 
stituire moltissimi angoli solidi dai quattro angoli pia- 
ni proposti. C. B. D. 

ScoU Dalla dimostrazione rapportata ti rileva chia- 
ramente ) che questa varietà di angoli solidi compresi 
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da quallro angoU piani solamente dipenda dalla diver- 
sità dell'angolo *ad , • pur da quella deU' angolo ca«, 
ciascun de' quali si comprende da due laU opposti 
dell'angolo solido in a } che perciò sarebbero «guah i 
due angoli soUdi in A , ed a ciascuno compreso da 
quattro angoli piani uguaU , e similmente posti , se 
mai gli angoli BAD, bad fossero uguali , nel quale ca- 
so lo dovrebbero esser pure gU angoU CAE, eoe, o al 
contrario. Vale a dire se essi angoU soUdi dividonsi m 
due altri angoU solidi , ciascuno compreso da tre an- 
goli piani uguali , e similmemte disposti. Ed in gen«a- 
le sarebbe facile Ìl dimostrare , che sono uguah due 
angoli solidi , ciascuno compreso dallo ste«o numero 
di angoli piani quanU si vogliano , se mai essi divi- 
donsi ordinatamente in angoU soUdi ciascuno contenu- 
to da tre angoli piaui similmente posti , ed uguaU re- 
«pettivamente. Ha avuto dunque torto il Cimo di so^ 
giugnere dopo la definizione deU' angolo solido. £xto 
veri, perspkuum cuivU erit , ìUos angulos solido, «Uer 
se esse aequales , qui continente anguUs pìams et mul- 
tìtudine , et tnagnUudine aequalibus. Nam *»;«'f'*J"- 
guU siti mutuo congruente si se penetrare intelbgantur. 

Alla Prof. XXlY. 

Neil' enunciazione di qnesla Proposizione , si trova 
omesso nel Testo Greco, che i paraUelogrammi opptt del 
parallelepipedo debbono essere anche simili, e la stessa 
omissione si ritrova in que' luoghi della dùnostrawone, 
«ve ciò occorreva notare } ed il Simson e noi abbiamo 
supplito a tal mancanza. Anche il KeiU netta sua edi- 
zione dell' Euclide dì Commandini ristampaU pm volto 
in Oxfort ad uso delle Scuole d'InghUterra avvertì tale 
omissione , dalla quale ne seguiva di non pojersi cov 
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clmdere nella seguente Prop. aS Puguagllanza de'solidi 
parallelepipedi clie in essa occorrono, per la deF. io 
del Lib. XI , e vi supplì in un Corollario . alla pre- 
sente Proposizione. 

AhLk Prop. XXV. 

Dopo la Prop. A e T altra B da noi ^ggfunta al pre- 
sente Libro di Kuclide , la dimostrazione dii qnesta 
Proposizione a5 diventa rigorosa : non Io era però co$ì 
allorché tal dimostrazione fbndavasi sulla def. io del Lib. 
XII il contenuto dell» cfuale non formava soggetto di 
definizione ; ma di teorema da dimostrarsi ( ygg. la 
Nota alla def. io. Lib. XL ) 

« 

Aula Pjiqp, XXVL 

Nel Testo Greco di questa Proposizione si trova as- 
sunto , che àue angoli solidi compresi ognuno da ire 
angoli piani respettivamenie uguali ,, sieno- uguali ira 
loro j e lo stesso sistema hanno serbato tutti i coment 
tafori ed espositori degli Elementi di Euclide , cecetto 
il Simson. Or una tal Proposizione òorrì sponde perfet- 
tamente a Quest'altra : Due triangoli sferici che hanno 
i lati respettivamenie uguali ^ hanno anche uguali gli 
angoli corrispondenti , e possonsi Jar coincidere ^ che 
Menelao credè che fosse necessario, dTmostcarla uelfai 
sua Sferica 5 e ne ebbe ragione^ come dunque si potrà 
poi assumere negli Elementi di. Geometria la proposi- 
zione analoga sopraddetta^ Noi abbiamo nmediato & 
questo difetto nella nostra Prop. A* 

Il Tacquet nel suo Euclide definisce gli angoB sofi- 
di uguali esser quelli che » posti 1' uno nell'altro coi»- 
cidono » : ma ciò , dice bene il. Sfnison ,, è un As&i^ 

VìSL\ noo. già una deSaizlone*^ 

3d>- 
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Alla Paoip. XXVIIL ed al Lemma paemeaI^ovi. 

Non \i è difetto negli Elementi di Euclide, che non 
costi caro assai il toglierlo ) il neo delle parallele , chi 
non sa di quanta peso sia stato ) e quanto abbia tra- 
Tagliato per lungo tempo invano le menti de^ sommi 
' Geometri antichi e moderni ; e finanche la semplice 
oscurità della definizione 5* del libro Y. è stato un 
oggetto da far deviare moltissimi dal vero sentiero di 
stabilire una geometrioa teoria delle ragioni uguali. Ed 
Euplide alzando, la testa dalia sua tomba avrebt>é ben 
.ragione di difendersi dalle imputazioni , che gli si so* 
no perciò date y dicendo » Geometri che per si lun* 
ì) ga serie di più di ao secoli avete camminato sulle 
)) orme da me segnate , sovvengavi che tanti vostri 
3ll sforzi riuniti non sono stati bastanti a togliere da* 
» miei libri di Geometria que^difetti, che la mia meti- 
li te sola non valse a superare. E pure io in redigerli 
» non mi dovei solamente limitare ad una semplice 
^ compilazione di verità già conosciute ; ma vi sta- 
;)» bilii quel sistema ammirabile di esse , che or t^nto 
» sorprende ; vi dovei supplire non poche verità che 
^ mancavano alle già rinvenute , per formare quella 
» catena prodigiosa che ora vi osservate , e che rende 
V tal mia opera , dopo tanto tempo , e dopo si gran- 
)» di progressi del Matematiche , ancora molto superio- 
ri re a tutti gli sforzi inutili , che si sono fatti per mu- 
» tarla 5 e che vi diedi in essa con ordin certo e ri- 
^ goroso quelle tante verità , che bastavano agli aumen- 
ti ti successivi della Geometria e delle Matematiche in 
ì^ generale , evitando , eoa una sagacia impareggiabile, 
T» il superfluo , cihe disdice sempre in un libro di Geo- 
II metrìa elementare. 

M^ eccoci ad un altro scoglio in cui è urtatoli Sim- 
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80II, per efitame uno ia cui era incorso Euclide, e 
nel quale eravamo anche noi inciampali , seguendo quel 
Geometra Inglese , nelle prime tre edizioni della^ no* 
stra esposizione degli Elementi dì Euclide , non t^Fen- 
do cominciato a farlo avvertire che nelle Note alla 
qnartia edizione. Dopo di aver egli rigettata la defini- 
zione IO* del Lib. XI., e di aver data una più esatta 
nozione delle figure solide uguali e simili nella prop. 
C del suo Lib. XI., ch'è la ste^T che la B del nostro, 
bisognava necessariamente non dipartirsi da questa no- 
zione neirapplicazione che doveva jpsirsene. Or nella di- 
mostrazione della prop.aS. di un tal libro si trova dal 
Simson tirata una conseguenza più generale delle pre- 
messe : imperocché egli , dopo di aver dimostrati ugna- 
li , Tun Taltro, i piani che terminano i prismi BAGDCE, 
BHGDFE , concbiude, che il primo di tali solidi sia 
uguale al secondo : etenim ( dice egli ) piànti simili^' 
bus , multiiudine , ei magnUuiinc aequalibus\ et simili^ 
ter positis continentur, et nulbu ex ipsorum angulU so" 
lidis continetur pluribus quam tribut angulis planis : ri- 
mettendosi per tal conseguenza alla citata prop. C del 
Lib* XI^ Ma il Simson tuttoché accortissimo Geometra 
non avverti 9 che V essenzialissima condizione di simili^- 
ter pasiiis non aveva assolutamente luogo , che nel solo 
caso di un parallelepipedo i cui lati insistenti alle ibasi 
gli fossero perpendicolari, e non giA negli altri casi: che 
perciò una tal dimostrazione cade interamente. Euclide 
commise senza dubbio anch'egli una irregolarità geometri- 
ca , allorché stabili per definizione Tugnaglianza e simi- 
litudine de* solidi terminati da piani ^ ma egU si contentò 
piuttosto di assumere come principio una cosa che gli pare- 
va abbastanza chiara , e non errare in conseguenze dimo- 
fitrando, nel che un geometra non deve mai peccare. 
Jipfaintdj come abbiamo ^dettg; poc'anzi , fin dalV 



\ 



^iJ^ ^H » a T E. 

' quarta edizione noi correggemmo tal difetto , recando 
nelle Kote uoa rigorosa e convenevol dimostrazione a 
tal Proposizione , che non fummo a tempo ad inserire 
nel Testo, come facemmo nella seguente edizione. E da 
tal nostra dimostrazione ne abbiamo dedotta come un Co- 
rollario la verità che forma V oggetto deHa prop. Sg. del 
Lib. aI. di Euclide, e che noi avevamo tralasciata di re- 
caire nelle precedenti edizioni , perchè inutile all'ordine 
geometrico delle proposizioni di questi Elementi. 

A tal nostra dimostrazione abbiamo però dovuto pre- 
mettei^e un Lemma analogo alla Proposizione i. del 
Lib. X. di Euclide , che da esso abbiamo dedotta co- 
me C9rollario , mentre dovevamo valercene per la di- 
mostrazione della Prop. a. del Lib. XIL 

Riflette poi benissimo il Simson , al proposito di 
questa Proposizione , che dovrebbe in essa dimostrarsi « 
non assumersi , che le diagonali corrispondenti di due 
piani opposti del parallelepipedo Steno in un piano , alla 
qual mancanza ed egli j e prima di esso il Clayio ha 
supplito. Noi però oltre ad avere ciò dimostrato , ab- 
*biamp anche voluto evitare , che tal cosa si assumesse 
nell'enunciazione, che perciò la nostra si troverà dif- 
ferente da quella del Testo, che i due precedenti Geo- 
> metri avevano creduto senza inconveniente il ritenere. 

« 

Alla Pkop. XXIX. 

Questa Proposizione del pari che si disse per la 35 
del Lib. I. potrebbe aver tre casij e tre di fatti ne con- 
-^ff-^^-^lsidera il Simson nel suo Euclide: il primo è quando 
il lato GÈ del parallelogrammo GK Coincidesse coll'al* 
tro MB del parallelogrammo MD , Tuno e l'altro op- 
posto al parallelogrammo AB base comune de'paralle- 
iepip^di proporti 5 il secondo quando GÈ diviifessQ , '4 
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parallelograiùtao MD5 e il terzo e per Tappunto quel- 
Io che si vede nella nostra figura. Or siccome il primo 
di tali casi è una conseguenza imnjediata della 28 , la 
quale vi fu perciò premessa da Euclide , lo che er^ 
Slato anche avvertito dal Sìmson ; e che quelle pe' due 
altri casi sono identiche; noi perciò abbiamo fatta tal di- 
mostrazione adattandola ad uno di essi solamente , mo- 
dificandola verso la fine dì maniera, che non mostrasse, 
come avviene nel Testo Greco , di appartenersi più nU} 
uno de' siuddetti due casi secondo e terzo , che- all' altro. 

Alla Prop. XXX, 

Nella dimostrazione di « questa Proposizione trovasi 
omesso nel Testo Greco di provare che i piani oppo- 
sti del solido LR fossero paralleli, al cbe abbiamo noìfig. Si.It, 
supplito ,\e prima di noi lo aveva fatto anche il Sim^ 
som. Da una tal Proposizione abbiamo poi dedotto per 
Corollario una verità per mezzo della quale abbiamo 
facilitate ed abbreviate grandemente le dimostrazioni del 
sfondo caso delle Proposizioni 3i , e 34* riducendole 
immediatamente a quelle dal porimo caso. 

Alla Prof. XXXI. 

Nel Testo Greco questa Prop. ha due casi ; il pri- 
mo in cui supponesi , che i lati de^ parallelepipedi , 
che insistono alle basi sieno a queste perpendicolari, e 
r altro , che vi insistano obbliquamente. Noi intanto a- 
vendo dimostrato nel Cor* della Prop. prec. , che ogni 
parallelepipedo a lati insistenti obbliquamente alla ba- 
se può rappresentarsi facilmente con un altro a lati in- 
sistenti perpendicolarmente alla base stessa , abbiamo per 
ciò ridotta la presente dimostrazione al solo caso pri** 
mo. Di più il Siutfon Torrebb« | die il ^ri mp di ({u^ • 
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$ti casi ti distingiieAe in due parti , in una HésUe quali 
si supponessero le basi equiangole , e nell' altra no ; 
ed egli si duole , che ciò non si trovi praticato nel 
Testo Greco y e crede che qualche editore antico ab* 
bia intessuta la dimostrazione della prima di queste 
due parti a quella della seconda. Or siccome una tal 
seconda parte è la più generale , cb' essa comprende la 
prima *j e che valendo adattare a due parallelepipedi , 
che hanno le condizioni della prima parte T apparecchio 
della seconda , si vede chiaramente y che il .parallele- 
fyMM. pipedo IGXN risultante dalla costruzione deve confon- 
dersi coir altro CDFN , ch^ è uno de^ proposti , sicché 
la dimostrazione ne resta da se stessa modificata : per- 
ciò noi non abbiamo creduto di dover rapportare , che 
la sola seconda parte del caso primo. 

^ Alla Prop. XXXII. 

L^ editore del Testo Greco nelP apparecchio di que- 
sta dimostraziene omise di dire , che il parallelogram- 
/j. 33«nftmo FH si debba applicare neirangolp FGH Uguale alU 
angolo LCG ; il che era necessario : che perciò molto 
a proposito vi hanno supplito Clavio , e Simson. 

Inoltre ricercandosi in tale apparecchio , che sull^ 
base FH si costruisca fun parallelepipedo della stessa 
altezza , che l' altro CD , ed avente con ques^o dì co- 
mune il lato FD insistente al piano delle basi ; Cedi- 
tore Greco aveva erroneamente tralasciata quest* ultima 
circostanza, ch^è stata dal Simson, e da noi supplita, 
E la stessa correzione si è anche praticata nella Pròp. 33. 

Alla Paor. CI. 

E da credere , che E^uclide avesse posta ne' suoi 
Elementi una tal Proposi^one , eh' è siglile a quella 
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ctie aveva già data pe^ parallelogrammi eqtliaugoli nella 
33. del Lib. VI. 

Alla Prof. XXXiy. , 

La dimostrazione della seconda parte di questa Pro- 
posizione si trova grandemente abbreviata per mezzo del 
Corollario da noi aggiunto alla Prop. ai del presente 

Libro. 

Alla Prof. XXXV. 

In questa Prop. si vuoi dimostrare , che » Se vi 
sieno due angoli piani uguali , e né* loro vertici si a- 
dattin^ due linee rette sublimi , le quali contengano 
angò^li uguali co* lati degli angoli proposti^ F uno al^ 
r altro ; che poi in queste [linee rette sublimi si pren^ 
dano due punti , e da essi si abbassino le perpendico* 
lari ai piani né* quali sono i primi angoli \ e dai pun» 
il dove queste perpendicolari incontrano tali piani si ti-^ 
rino le linee rette di vertici di essi primi angoli : queste 
'congiungehti comprenderanno angoli uguali colle rette 
sublimi. Da tal dimostrazione poi si deduce per Corol* 
rario » qhe: Se mai le linee rette sublimi sieno uguor 
li \ le perpendicolari dovranno essere anche uguali. 

Or chi mai potrà sostenere , che tutto questo artifi- 
cio sia di Euclide; e che questo Geometra ^ che altron- 
de riconosciamo dotato di una grandissima sagacia ^ e 
penetrazione geometrica, si fosse poi in ciò cosi ingan- 
nato? Imperocché o Euclide suppose, che gli angoli solidi 
contenuti da tre angoli piani uguali e slmilmlinte posti sono 
ugilali , o non lo suppose? Se egli suppose una tal cosa^ 
perchè poi Usar tanto artifizio per dimostrare una verità, 
che ne risultava intuitivamente? Ed ecco in qual modo. 

Sieno gli angoli BAC, bac i proposti, ed AD, adfig^&.lh. 
le linee rette sublimi, che formano r angolo BAD ii- 
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guale ali* angolo ahi , e T angolo DAC uguale alP an- 
golo dac : dovranno essere uguali gli angoli solidi ia 
A, a; e perciò posti T uno nell* altro dovrà 1* angolo 
fi AC combaòiare coir altro bae^ e la AD adattarsi sul* 
la ad. Adunque si prendano nelle AD, ad i punti D, 
J, e da essi si tirino appiani BAC , bac le perpendico* 
lari DE, de : e cbiaro che queste , quando gli angoli si 
suppongono coincidere , risultano parallele, ed esistono 
colle AE, ae in un medesimo piano \ che perciò le comu« 
ni s.eziont di questi piani cogli altri BAC, bac dovranno 
eincidere *, e quindi essere uguali gli angoli DAE, dae. 
dke se poi Euclide non toile assumere , ma dimo- 
strare, che gli angoli contenuti da tre angoli piani u- 
guai], Tuno ali* altro, e similmente posti ^ sieno- lU^ua- 
li; dovè certamente farlo prima della 24*. ed in tal ca« 
so la dimostrazione della presente Ju-oposizione avreb- 
be potuto anche congegnai^si nel modo poc^anzi detto. 
Neil* uno , e neir altro caso dunque la dimostrazione 
della 35. del Libro XI. nofc é corrisponde'nte alP ogr 
getto che vuol dimostrarsi : che perdo è da credere y 
cVessa sia stata ordita da Euclide per dimostrare pre- 
cisamente r uguaglianza di due angoli bolidi , che aves- 
sero le condizioni poc'anzi dette ^'^ e che quelli editori 
antichi, che credettero di poter assumere senza dimo- 
strazione una tal verità , si sieno poi di un tal ragio- 
namento valuti per dimostrare ìà 35. Inoltre , per con- 
vincersi di ciò che si è detto , basta riflettere ,. che la 
verità che iu tal proposizione vuol dimestrarsi non è 
di nessun uso negli Elementi , e che al contrario, vi 
bisogna per la dimostrazione della Prop. 4^. del Lih. 
XI. il Corollario , che se ne deduce. : perchè duac^ue 
Euclide avrebbe usata in questo luoga una bizzaria geo- 
metrica , della quale non ve ne ha altro esempio uegli 
Elementi) t cho nqa è certameiHe senza taccia? £ pc^ 



un tal Corollario si poteva auclie dimostrare indipea- 
dentemeute damila Proposizione da cui si fa dipendere , 
come il SimsoQ Iia fatto : cbe perciò non sappiamo 
vedere , perchè mai questo Geometra abbia ritenuta 
nel suo Euclide la Prop. 35., che poteva comodamen- 
te tralasciare, come noi abbiamo fattoi deducendo quel 
Cor. dalla sua prop. £, ove avea dimos Irato- y che due 
angoli solidi contenuti da tre augoli piani respettiva*- 
mente uguali , e similmente posti possonsi far coincide- 
re \ del qual principio egli in effetto si serve per W 
dimostrazione del Corollario suddetto.. 

ÀLLk Paop» XXXYL 

Questa proposizione conferma ciò y che abbiamo def- 
to nella nota precedente : imperocché si vede chiaro , 
che essa può dimostrarsi senza aver bisogno dr quelfa; 
e cosi ha fatto Tacquet, supponendo che gli angoliso* 
lidi contenuti da tre angoli piani respetti vamen te ugua- 
li fpssero anche uguali : la qual cosa^ nel Libra XI. già' 
altre volte si era assunta. Ciascun-, vede però , che tal 
dimostrazione del Tacquet , sia , per ciò che più volle 
si é detto , difettosa ^ giacché questa proprietà degK 
angoli solidi doveva dimostrarsi ^ e noji assumersi • Iik 
oltre in una tal dimostrazione il Tacquet suppone, che 
i solidi sieno già fatti ^ e non dimostra in <|ual. moda 
si debbano costruire , come si trovJ^ eseguito nel Te? 
sto Greco. Il Simson poi avendo dimostrato il Corolla- 
rio della Prop, 3S indipendentemente da una tal Prop\ 
come si è detto nella nota precedente y. ha perciò di-- 
giostrata la 36. senza aver bisogno della 3&«. 



35» 



tib ti. ago VOTE. 

AX.X.A Pbop. XXXVII. 

In questa Proposizione si trova assunto , che le ra- 
gioni triplicate di due ragioni uguali sien(^ure tra lo- 
ro uguali. Ma se Euclide non volle assumer nella prop* 
aia. del Lib» VI . die le ragioni duplicate di ragioni 
uguali sono uguali; il che per altro si deduceva dalla 
Proposizione 23. del lihro V., come mai potè poi sup- 
porre ciò vero senza dimostrazione per le triplicate? É 
per questa ragione , clie noi seguendo Clavio y e Simson 
abbiamo dimostrata la presente proposizione in una ma- 
niera diversa dal Testo Greco, ed analoga all'altra che Eu- 
clide tenne per la suddetta Proposizione aa« del Lib.YI. 

ALhk Paop- XXXVIII. 

Questa Proposizione , sebbene non abbia alcun uso 
negli Elementi ; pure trovandosi adoperata da Apollo- 
Zìio f e* da altri Geometri, ed essendovene anche biso- 
gao in questo nostro Corso di Geometria nella propo- 
sizione 5. delle Prenozioni alle Sezioni Coniche \ è 
perciò che P abbiamo ritenuta , né pensiamo come il 
Simseu eh* essa sìa affatto inutile. 

Alla Prca». XXXIX. 

Questa Prop. par che sia stata stabilita da .Euclide 
negli Elementi come Lemma alla Prop. 17. del Lib.XUt.; 
mentre di essa non si trova giammai fatto alcun altro 
'USO negli Elementi stessi. Or noi non avendone bisogno 
per un tal Libro abbiamo perciò creduto conveniente di 
non recarla neirordine delle Proposizioni. Intanto però 
l'enunciazione , e la dimostrazione di siffatta Proposi- 
zione trovasi recata nello Scoi, della Prop. 28. del Lib. 
Sl.^ come fu già avvertito nella Nota a questa. 
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t Alla Paop. II. 

Gli anfìcbi Geometri tuUe le volte , clie vollero pa« 
ragonare le 6gure cuiryilinee tra loro, le considerarono 
come il limite di figure rettilinee \ e dal rapporto di 
queste vennero in cognizione del rapporto di quelle. 
Euclide , per esempio 9 avendo dimostrato indipenden* 
temente dal numero dei lati , che due poligoni simili 
inscritti in due cerchi erano tra loro in duplicata ra- 
gione de^ diametri , si spinse a dimostrar lo stesso per 
gli cerchi , die considerò come i limiti de^ poligoni in 
essi contìnuamente inscritti \ ma T idea di considerare 
il cerchio come un poligono d* infiniti lati era poco 
geometrica , perchè ripugnante alla definizione di una 
tal curva \ e perciò egli, dopò essersene servilo per la 
scoperta di tal verità , si ricusò giustamente ad adot- 
tarla per la dimostrazione di essa. Archimede pervenne 
nel modo stesso a determinare le superficie del cilindro 
del cono , e della sfera , ed i rapporti delle solidità 
loro , la quadratura della parabola , e le proprietà del- 
le spirali , né poi volle adottar T idea di limite in di-« 
.mostrare queste sue importanti scoperte. Ed ecco un 
altro fortissimo ai^omento ^ col quale resta convalidata 
.la necessità delle dimostrazioni indirette. I Geometri 
antichi, oha amavano certamente assai più che noi la 
ipucìtà , ed il rigor geqinetrico , vi sono spesse volte 
.ricorsi, quanto hanno dovuto nascondere le nozioni del- 
r infinito , per mezzo delle quali erano pervenuti alla 
^coperta di qualche vei*ità. £ chi ardirà mai sostenere 
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che sia forse meglio il fondar la conoscenza di una ve-* 
rità importante su di un j^rincipio metafisico y e para- 
dosso, piuttosto che* ri correre ad un ragionamento indi- 
l'etto convlncentissimo? E yero, che T uso de^ metodi mo- 
derni ci ha Test più arditi a maneggiar le teoriche dell* 
infinito ; ma non bUogna però negare gli sforzi , che 
sommi analisti hanno fatti per evitarle , ben persuasi 
della loi*o durezza. Qual necessità yi sarà dunque d*in« 
trodurre queste nozioni negli Elementi di Geometria , 
quando si può fare altrimenti , e bene ? 

E pure da avvertirsi che nella dimostrazione di questa 
/^•4^*II*Proposizìone dopo di essersi detto^ » adunque eziandio 
>i come il cerchio ABCD allo spazio Sn, cosi è. il poli- 
« gono AXBOCPDR al poh'gono EKFL&MHN » si è 
tralasciato il permutando , come inutilmente inseritovi da 
mano imperita, potendosi fare la conchiusione , come 
va fatta , per la 14* del V^- E ciò potrà valere anche 
in conferma di quanto fu detto nella Mota ^alia Prop^ 
25. del Lib. VI. 

Alla Prov. m. 

In questa Proposizione dopo di essersi dimostrato il 
/i:«45.II. triangolo EHG uguale e simile al triangolo KDL si 
soggiugne: Eadem rat ione et E AG triangulum est oe- 
^uale et siniile triangulo KffL^ mentre si poteva con« 
chiudere , che questi due triangoli sieno uguali , e si* 
niiji, per T 8. del Lib. L Di più una volta, che si è 
conchiuso, che il triangolo EAG sia uguale e simile 
alPaltro KQL, è assolutamente superfluo il dimostrare 
che l'angolo BAC pareggi Tangolo KHL s il che trovai 
sì eseguito nel Testo Greco , quando si vuol proyare ^ 
^he i tolaiigoU SAC , KffL sono simjU. 
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AhtK Prop. IV. 

Alcuni passaggi di questa Proposizione si sono da 
iU)i resi più esplicitamente , che nel Testo di Euclide, 

Alla Prop. VI. 

Il modo* nel quale da noi sì é dimostrata questa Propo- 
sizione, ch^è analogo a quello tenuto dal Simson, ha resa 
Una tal dimostrazione un poco più hreve deirEuclidea. 

é 

Alla Prof* Vili. 

* 

La soggiunta a questa Proposizione , corrispondente aX 
luogo segnato V. N.^ è al di là di ciò che si era propo- 
sto a ijinnostrare : ma essa non è inutile, e dovrebbe air 
meno formare un Corollario per tal Proposizione, neces-^ 
sar^o a premettersi a quello che ora è il primo di e&sa. 
IVoi intanto non abbiamo creduto di dovere su tal pro- 
posito fare un^ alterazione nel Testo, molto più perchè 
Jaè meno il Simson aveva stimato di farla. 

A* Corollari i % a. vEpisk Prop« VII. 

n primo di questi Corollarj trovasi nel Testo Greco es^ 
posto con tal laconismo , che genera oscurità, e noi ce ne 
siamo perciò discostati , per dichiaralo convenevolmente.. 

Xf* altro Corollario poi fu recato dal Commandini nel 
suo Comentario alla presente Prop. 7. , ed il Simsoti 
lo ridusse nel Testò ove sta opportunamente collocato, 
come noi abbiamo anelli fatto* 
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Alla Faep. YIU. 

Avendo noi data delle figure solide simili una de&- 
nizione diversa dalP Euclidea , abbiamo dovuto sulla 
norma di questa defi Dizione cambiare ancbe la dirno* 
strazioné della presente Proposizione , nel principio di 
essa , ove vuol provarsi che sieno simili i parallelo* 
A 47n^Srammi DE, EF. 

Al Con. DELLA Prop. YIIL 

A questa Prop. si Irova nel Testo aggiunto un Co- 
rollario , la cui dimostrazione era imperfetta , poiché 
si tralascia di dimostrare , c^e le piramidi triangolari in 
cui si dividono due piramidi poligone siniiii sieno an- 
che simili \ il che necessariamente doveva dimostrarsi; 
e Io stesso Euclide cosi ha praticato in un caso ana- 
logo nella 12. del presente Libro. Noi abbiamo perciò 
supplita una tal mancanza , seguendo il Simson. 

A^LE PaOP. XI E &IL DEL LlB. XII. 

Il Simson dal non trovar osservato nelle figure di 
queste due Proposizioni V ortiine alfiubeiico delle Let- 
tere , come ha sempre costumato di fare Euclide , è 
stato ind/otto a sospettare , che vi sia stata un^ altera- 
zione del Testo Greco. 

Alla Prof. XIH. 

. Io questa Prop. jù travawi «$8unto , e |W)n .già 4*^ 
mostrato , che la comune sezione di uii ciliodi^ '!^^ 
un piano parallelo alle sue basi y sia un cercl^o^ e noi 
al^]»iaino ciò supplito. 
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II primo caso della seconda parte di questa dimostra- 
zione non si trova nel Testo Greco ; ed inoltre vi sono 
alcune cose mancanti anche nel secondo caso di una tal 
jjarte. E sì a quello | che a questo ci si è supplito. 

Alla Prop. XVI. » 

La presente Proposizione è un Lemma Problematico 
stabilito da Euclide per la dimostrazione della Proposi- 
zione i8« dei presente Libro 9 ove esso si vale di un* ac- 
concia maniera^ di dimostrare, della quale ci siamo ancbe 
noi sull'esempio su* prevalsi utilmente in parecchie di- 
mostrazioni delP. Libro di Archimede snlla Sfera e sul 
Cilindro^ e fino alla precedente edizione del nostro Corso 
di Geometrìa Elementare, ce n^ eravamo anche serviti per 
dimostrare la a,, la 10, e la 11. del Lib. 12. di Euclide ^ 
mutando le sue dimostrazioni , che poi credemmo 
ben fatto di dover restituire , per es3er consentanei al no-^ 
9tro proposito di modificare il Testo di Euclide solamen* 
te ove vene fosse assoluto bisogno. Coloro* però che de- 
siderano di conoscere tali nostre dimostrazioni, facilissime 
a congegnarsi suirandamento di quella della 18, potranno 
rinvenirle, come al}biamo già detto , in tutte le edizioni 
del nostro Euclide precedenti alla sesta. 

Intanto nella soluzione del Lemma Problematico di/^, 55,11^ 
cui parliamo, nell'assegnai-e Parco DA, tale che pren- 
dendone uno minore, dalPistesso punto A , la corda di 
questo non può incontrare la circonferenza interiore 
dab , ci siamo valuti di una costruzione diversa da 
quella del Testo^, e più convenevole, come ognuno ri* 
leverà £icìlmente da se medesima. 
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Allo Scol. della Paof. XYI. 

A questa Proposizione abbiamo aggiunto imo Scolla 
cbe contieo'e un Lemma Problematico analogo ad essa, 
e necessario per la dimostrazione di molli Teoremi di 
Archimede sulla Sfera ^ da noi dimostrati nella maniera 
poc* anzi detta nella precedente Nota. 

Alla Paop. XVII. del Lib. XII. 

In questa Proposizione j nel Testo Greco ^ si pro- 
pone 9L '^ Descwere neWesieriére di due sfere poncenirì" 
che an solido poliedro , il quale non tocchi la sfera in* 
ieriore ] e nella dimostratone diella costruzione di tal 
problema vi erano molte cose guaste , e mutilate y che 
il Simson ha corrette. Or poiché una tal Proposizione 
non è éhe un lemma della 18 ^ noi abbiamo travato 
opportuno di sostituirvi T altra , che trovasi ne* nostri 
Elementi ; e per evitare una lunga e complicata solu- 
zione , e diibostr^zione , qual* è quella che dà Euclide 
di un tal Problema ; ed anche , perchè il lemma da 
noi stabilito espone a dirittura il rapporta di due so- 
lidi inscritti in due sfere , e generati in quel modo , 
eh» da noi si è supposto , mentre che un tal rappor- 
' to , sul quale è fondata la dimostrazione della Prop. 
18. , non forma presso Euclide che un Cor,- della sust 
Prop. 17. 

AVVERTIMENTO. 

L* esserci in questi Libri XI. e XII» moli* allonta* 
nati da una semplice versione , ci .ha impedito di far 
notare minutamente i guasti prodotti nel Testo Greco 
dagli antichi espositori ^ de* quaU si potri esserne pi^ 
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namente informati dalle Note del Simson al suo Eu- 
clide. Noi intanto chiuderemo queste nostre Note a' 
primi sei Libri , ed all' XL e XII. di Euclide, di- 
cendo col poc' anzi nominato insigne {geometra , che 
dalle cose iSa qnì esposte apparisce abbastanza quanto 
«iene stati corrotti e mutilati dagl' ignoranti editori gli 
Elementi dell'accuratissimo Euclide; e quindi che l'o- 
pinione che molti sommi uomini ebbero dclV edizione 
greca che ora abbiamo, cioè eh' essa poco o niente si 
differisse dalla vera opera di Euclide , gì' ingannò sen- 
za dubhio ; e gli rese perciò meno a<^urali in esami- 
nare una t«l' edizione ^ dond' è avvenuto ^ che dai tem- 
pi di Teone finora non si sieno avvertiti in essa alcu- 
ni errori di non poco naon^ento. Qie perciò ti giova 
sperare , che l'impegno che ci abbiamo preso in re- 
stituire e liberare da nei questi iibri , non debba di- 
spiacere a' giusti estimatori delle cose geometriche , i 
quali ^pranno ben discernere le legittime definizioni e 
dimostrazioni da quelle che non lo sono. E coloro i 
quali hanno tentato di mutare l' ordine ed il metodo 
Euclideo potranno anche convincersi, che sia tale il 
merito degli Elementi di Geometiia composti ò^ que- 
sto Geometra , che quantunque si oUremodo guaslati ^ 
con tutto ciò hanno formata 1* ammirazione di tutti i 
wometri sommi di ogni tempo y e per la loro eccel- 
lenza sono stati insegnati in tutte le scuole , tradotti e 
comentati in tutte le lingue: che perciò aveva ben ragio* 
ne Roberto Simson di adattare a quest^òpera ciò che Bar- 
i^ow aveva detto per la definizione delle quantità 
proporzionali, cioè che: Nisi machinis impulsa vali- 
dioribus , aeiernum persislei inconciàssa^ £ si vedrà 
pure , che con molta ragione a' facitori delle ordina- 
rie istituzioni geometriche, che non cessano a folla di 
f^omparire a di nostri ^ per aver poi un^ efimera dft* 

3& 
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rata , si può rinfacciare ciò che dice Giuseppe Torelli 
nella dotta Prefazione al suo benìssimo Arcbimede slam'-' 
palo in Oxford nel r^SJt. Non sum nescius quae anti- 
qui pertractarunt , eadem a receniioribus pertraciata es* 
se , ei quntidie periractari '^ sed , absit dicio invidia^ la^ 
bore prorsus irrito* Si enim Euclidei ^ ut de hoc uno 
loquar^ ali qua in parte peccata, cur non redarguii ? Sin 
autcm omnibus sibi conslat , èur ea miki aliis vèrbis 
/ rupunis ? j4t quaedam scAicet reeentiores ddorquent ^ 
invt'rtunl^ immulani: ita quidem exisiinu} : ' sed iamen 
dum hoc faciunty quid quaeso aliud aguni , quam ut 
sarcinutores imiientur , qui foeminarum vestei quotannis 
rtfingunt^ ul eas ad saeculi mores accomodent? De bre" 
vitate autem quam taniopere Jaciant , id nihil est ^ cum 
bre^e nihil dici debeaty quod sine explicatione aliqua 
inteìUgi nequit , et minus perspicue tradìiur • Quae cum 
ita sint , optime illi miki de Geometria meriti esse a^i- 
dentar , qui in aniiquis auctoribus emendandis 9 illu* 

» 

stran disque operam posuerunf» 
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NOTE 

AL LIBRO DELLA SFERA , E DEL CILINDRO. 

AtLR DEFINIZIONI. 

Archimede non aveva definito il segmento sferico ^ 
né tampoco aveva ciò fatto Euclide ; e noi abbiamo sup- 
plita uoa tal definizione • E si questa che quelle 
àel settore, e del rombo conico le abbiamo fatte per 
genesica ^n di mettere una certa uniformità tra èsse, e 
quelle del cono, del cilindro , e della sfera, che Eucli. 
de diede nel Libro XI.; ed anche perchè cosi facendo 
ci si è resa facile la loro applicazione a quelle Proposi* 
zioni in cui se ne fa nso« Intanto sì alla definizione 
del settére , che a quella del rombo conico vi abbiamo 
aggiunta una seconda parte , che contiene la definizio- 
ne dr Archimede. 

A* Princiw. 

Archimede ha stabilito nel cominciamento di questo 
suo Libro alcune Proposizioni , che la, maggior parte 
degli espositori ha prese per assiomi \ ma che a rigor 
geometrico non sono tali : noi ritenendole con qualche 
modificazione , per renderle più chiare , e di una più 
facile applicazione , le abbiamo dato il nome, cbe Tera 
conveniente, di Principj. 

Alla Prof. HI. 

La nostra maniera di esporre le verità di Archime* 



y 
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eie sulla sfera e sul dlindro esigeva che vi si premet- 
tesse r altra enunciata nella presente Prop. 3, estraen- 
dola dal Libro della Misura del cerchio al quale si ap- , 

paritene. 

Nello Scolio poi di tal proposizione abbiamo asse- 
gnato il rapporto delle circonferenze di due cercbi, che 
conveniva recare esplicitamente negli Eleuienti di Geo- 
metria. 

ALLk Paop* Y. ' 

/f.6iJI. In questa Prop. Archimede divide Tarco ABC per 
metà in B , ed unite le corde AB , BC , DB , assume 
che i due triangoli ADB , BDC sieno maggiori del 
triangolo ADC : e ad un uomo che inventava ciò po- 
teva permettersi. Eutocio nel suo dotto comentario ai 
Libri sulla Sfera , e sul Cilindro volle dimostrar que* 
»ìo passaggio ^ e sulla sua dimostrazione nulla si era 
osservato da*Geometri fino a Giuseppe Torelli , il qua. 
le nel suo Archimede , a piede di pagina , disse : kaec 
demonstrallo Eutocii non vaU^. Ed in efCetlo essa non 
è sufficiente a provare V assunto , che nel solo caso , 
che formandosi al punto D della AD , e nel piano 
delPangolo ADC , un angolo uguale ad ADB, o a BDC, 
le preso nell'altro lato di quesVangolò una parte uguale 
alla AD} r estremo di un tal lato cada al di sotto della 
AC : poiché se ciò non avviene , e che questo estremo 
cada al contrario al di sopra delia AC , come si verifi- 
ca sempre che P angolo ADB, o BDC è maggiore di 
ADC 3 la dimostrazione di Eutocio non è soddisfacen- 
te« ( Si riscontri una tal dimostrazione ne* Comeniarj 
(id Archimede ). Noi abbiamo perciò supplita div^^rsar 
mente la 4ì^^^d2ÌQ2^e di cui si è parlato* 



V 9 T e; 3oi 

Alla Prop. XIV. 

Arcliimede riduce tutte le superficie curve de* solidi 
elle considera nel suo Libro I. sulla' Sfera , e sul Ci- 
lindro , al cerchio 5 e tulle le loro solidilà al cono . Or 
avendo egli in seguilo dimostralo a qual triangolo sia 
uguale un cerchio ( Circuii Dimensio Prop. !• ) , ha 
in tal modo ridotte tutte quelle esibizioni di supei^fioie 
curve ad una figura rettilinea ; il che era importante ^ 
lion solo per la pratica , in cui spesso si ha bisogno 
di valutarle ; ma anche in molte ricerche geometriche. 
Era dunque necessario , che si stabilisse il rapporto 
tra uà c<Ìno , ed una piramide , affinchè que^ solidi da 
Archimede comparati al cono, potessero similmente esser 
valutati in pratica. La qual cosa non trovandosi da que- 
sto sommo geometra antico eseguita , nò altri avendola 
ancora esposta con quel rigore che convenivasi ; noi 
abbiamo creduto opportuno di occuparcene in questa > 
Propos^ i4.* 9 che abbiamo dimostrata per mezzo di 
quello stesser principio di Euclide , del quale altrove 
abbiamo parlato ( Nota alla Prop. 16. del labro XII, }• 

Alla Prof. XV., XYI , Xyn., e XVIII, 

Le dimosfrazioni di queste Proposizioni sono iden- 
tiche a quelle di Archimede. Noi abbiamo però aggiun- 
to alla x6, ed alla 17. un Corollario del quale aveva- 
no bisogno in alcune dimostrazioni seguenti. 
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NOTA 

AL LIBRO DELLA MISURA DEL CERCHIO. 



I priacipj su i quali abbiamo fondata la presente 
ricerca sono presi da Giacomo Gregory : ma non per- 
ciò gli si deve attribuire la maniera come noji gli ab- 
biamo applicati a dimostrare le diverse verità compre- 
se nel Libro de Demensione Circuii di Arcbimede: cbe 
anzi la stessa esposizione di tali principi , ne* due Lem- 
•mi, é molto più semplice di quella che ne diede il po- 
c'anzi detto Geometra. Intanto siccome a ridurre in 
pratica le verità in tal Libro comprese, è necessario di 
conoscersi in quai modo si valuta un quadrato di cui 
sia dato aritmeticamente il lato, e che per gli usi pra- 
tici ai quali frequentemente servono i teoremi sulla 
Sfera , e sul Cilindro , spesso occorre di valutare la 
superficie , o la solidità di quei corpi -, non sarà perciò 
fuor di proposito, cbe qui si rechi in due teoremi la 
maniera di valutare uno spazio rettangolare , e là soli- 
dità di un parallelepipedo rettangolo , alle, quali due 
figure le altre tutte , come si sa diagli Elementi , facil* 
«lente si inducono . 
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p;roposizionei, 

T S O R B K ▲. 

Se i due lati cKe contengono un rettangolo , sieno 
esprèssi con qualsivogliùno numeri rapportati ad una 
stessa unità ; il prodotto di questi dovrà dinoUtre in 
quadrati di tale unità il rettangolo proposto. 

Sieno A, B i lati di un rettangolo espressi in nu- 
meri, come si e detto: sarà un tal rettangolo a quello 
di B nellunità comune ad A e B, come A a quell' u- 
nità *, e perciò quel rettangolo conterrà questo ^nte *i. VI. 
volte, quante A contiene di quelle unità; cioè quel nu^ 
mero di volte, cli'è dinotato da A. Similmente il ret- 
tangolo di B neir unità sta al quadrato di questa, come 
B air unità ; è perciò quel rettangolo conterrà questo 
quadrato il numero di volte , ch'è rappresentato da B. 
Laonde il rettangolo di A in B dovrà contenere il 
quadrato deir unità tante volte , quante n* esprime il 
prodotto delle unità di A per quelle di fi. C« B. D» 

PROPOSIZIONE IL 

Teorema. 

Se i lati intorno ad un angolo di un parallMepipedo 
rettangolo sieno espressi in numeri rapportati ad una 
stessa unità \ il prodotto di questi dinoterà il numero 
de" cubi di quelV unità , che si contengono nel paratie" 
pipedo. 

Sieno A, B, C i tre lati di un parallelepipedo ret- 
tangolo espressi in numeri , come si è detto. Ed es- 
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— 33 alla cii. 29. I, — si aggiunga Valira •— e. 4* Vf. 
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Atrertasi die nel Lib. XI. non si trova notato ac- 
canto alle due Prop. 1 e aS il V. N. ( F'edi Note ), 
e che esso è superfluo accanto alla a6. Similmente nel 
Lib. XII. è esso superiBuo accanto alla Prop. 1 , e 
manca poi accosto alla Prop. 6, al Cor. i. Prop. 7 ^ 
ed alla Prop. 8. Finalmente manca uiia tale avvertenza 
accanto alle Prop. i5, i6| 171 18 del Libro sulla Sfera 
e sul Cilindro. 
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CATALOGO 



DELLE OPERE COMPONENTI IL CORSO DI MATEMATICHE^ 
DEL PROFESSORE FLAUTI ^ ANNUNZIATO ALTRA VOLTA*: 
AL PUBRL ICO , ED ORA IN GRAN PARTE TERMINATO. 



Corso di Geometria Elementare e Sublihicr 
voi. 4- in ^ ) edizione settima^ 
Si vende ognuno. i. ao^ 

VoL> I. I primi sei libri , e T XI® e XII* der 

gli Elementi di Euclide preceduti da 
un lungo discorso, ed in fine una 
dissertazione sul Poslnlafo V. 

VoL. II. L'XP ed il XII*> Libro degli Elemen- 
ti stessi , il 1®. Libro di Archimede 
sulla Sfera sul Cilindro , e quello 
della misura del Cerchio 5 e le no- 
te critiche e Geometriche su i li- 
bri di Geometria degli Elementi sud- 
detti. 

VoL» III. Le Sezione del Cono precedale da una 

Storia sulle medesime. 

VoL. IV. Le due Trigonometrie precedute da un 

discorso storico ; e con applicazioni 
geometriche delle medesime. 

Corso di Analisi Algebrica Elementare e Su- 

bliiae voi.. 4- in 8». 
VoL. L Elementi dell^ Analisi Algebrica Ele- 
mentare 
I seg^aeuti tre volumi Boa ancora pubblica- 
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ti comprenderanno 1* Applicazione delPA- 
nalisi Algebrica elementare alla Geome- 
tria , r Introduzione air Analisi Algebri- 
ca Sublime, e *1 Calcolo Differenziale ed 
Integrale. 
Gli Elementi di Aritmetica da premettersi 
e questo Corso sono stati fatti dal Profes*- 
sore Flauti compilare dal Sig.Ab. Gaeta. 

fjOTSO di Trattati appartenenti ali* invenzione 

Geometrica. 

Si sono finora pubblicati i seguenti. 
FfiacoLA == Sezioni Coniche Analitiche voi. i «in 8. x, 5o 
= Trattato Analitico de' luoghi Geome- 
ci voi. I. in 8. 1. 20 

Vlivti = Geometria di Sito, edizione 2. Tol» i. 

in 8. 2. ^o 
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